
Correction : TD/TP N°1 - Résolution numérique de
fonctions non linéaires

Calcul Scientifique - L2 Mathématiques

Exercice 1 : Étude de l’équation 3− 2x = ex

1. Existence et unicité de la solution α On considère l’équation donnée par l’énoncé :
3− 2x = ex. Soit la fonction h définie sur R par :

h(x) = ex + 2x− 3

L’équation équivaut à chercher les racines de h(x) = 0.
— Continuité et dérivabilité : La fonction h est continue et dérivable sur R comme somme

de fonctions usuelles.
— Monotonie : Calculons la dérivée :

h′(x) = ex + 2

Pour tout x ∈ R, ex > 0, donc h′(x) > 2 > 0. La fonction h est donc strictement
croissante sur R.

— Limites :
lim

x→−∞
h(x) = 0−∞− 3 = −∞

lim
x→+∞

h(x) = +∞+∞− 3 = +∞

Conclusion : D’après le théorème des valeurs intermédiaires (corollaire pour les fonctions
strictement monotones), l’équation h(x) = 0 admet une unique solution α ∈ R.

2. Localisation de la solution On évalue la fonction aux bornes proposées :
— h(0) = e0 + 0− 3 = 1− 3 = −2 < 0
— h(1) = e1 + 2− 3 = e− 1 ≈ 1, 718 > 0

Puisque h(0) < 0 < h(1), alors 0 < α < 1.
Testons l’intervalle plus précis [12 , 1] :

h(0, 5) = e0,5 + 1− 3 =
√
e− 2 ≈ 1, 648− 2 < 0

Puisque h(0, 5) < 0 et h(1) > 0, la solution se trouve bien dans l’intervalle :

1

2
≤ α ≤ 1

Exercice 2 : Méthode du Point Fixe et Newton

Soit f(x) = x− e−(1+x) sur [0, 1].
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1. Existence et unicité de la racine Calculons la dérivée de f :

f ′(x) = 1− (−e−(1+x)) = 1 + e−(1+x)

On a f ′(x) > 0 pour tout x, donc f est strictement croissante.
— f(0) = 0− e−1 ≈ −0, 36 < 0
— f(1) = 1− e−2 ≈ 1− 0, 135 > 0

Il existe donc une unique racine α dans [0, 1].

2. Méthode du point fixe On cherche à résoudre f(x) = 0 ⇐⇒ x = e−(1+x). Posons la
fonction d’itération g(x) = e−(1+x).

Vérification des hypothèses du théorème du point fixe sur [0, 1] :
1. Stabilité : g est décroissante sur [0, 1].

g(0) = e−1 ≈ 0, 36 ∈ [0, 1] et g(1) = e−2 ≈ 0, 135 ∈ [0, 1]

Donc g([0, 1]) ⊂ [0, 1].
2. Contraction : Calculons g′(x) = −e−(1+x).

|g′(x)| = e−(1+x) =
1

ex+1

La fonction |g′| est décroissante. Son maximum sur [0, 1] est atteint en x = 0.

max
x∈[0,1]

|g′(x)| = |g′(0)| = e−1 =
1

e
≈ 0, 368

Comme k = 1
e < 1, l’application est contractante.

Conclusion : La suite définie par xn+1 = g(xn) converge vers l’unique point fixe α, quel que
soit x0 ∈ [0, 1].

3. Nombre d’itérations pour ϵ = 10−10 Nous cherchons un majorant du nombre d’itérations
nécessaire pour garantir la précision ϵ. Sur l’intervalle [0, 1], l’erreur initiale est majorée par la
longueur de l’intervalle : |x0 − α| ≤ 1. D’après les propriétés de la contraction, l’erreur à l’étape
n vérifie :

|xn − α| ≤ kn|x0 − α| ≤ kn · 1

On cherche donc n tel que kn ≤ ϵ. En passant au logarithme népérien (avec k = e−1) :

n ln(e−1) ≤ ln(10−10)

−n ≤ −10 ln(10)

n ≥ 10 ln(10) ≈ 23, 026

Il faut donc 24 itérations pour assurer la précision demandée (on prend l’entier supérieur).

4. Méthode de Newton La méthode de Newton est définie par :

xn+1 = xn −
f(xn)

f ′(xn)
= xn −

xn − e−(1+xn)

1 + e−(1+xn)

Justification de la convergence : La fonction f est de classe C2 sur [0, 1]. f ′(x) ̸= 0 sur
l’intervalle et f ′′(x) = −e−(1+x) < 0 (ne change pas de signe). Si on choisit x0 suffisamment proche
de α (ou grâce aux propriétés de convexité ici), la méthode converge de manière quadratique
(très rapide).
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Exercice 3 : Programmation et analyse théorique

L’équation est 2− x = ex, soit f(x) = 2− x− ex = 0.

1. Unicité sur [0, 1] f ′(x) = −1 − ex < 0. f est strictement décroissante. f(0) = 1 > 0 et
f(1) = 2− 1− e = 1− e < 0. Il y a une unique solution sur [0, 1].

2. Méthode du point fixe avec paramètre λ

(a) Équivalence
gλ(x) = x ⇐⇒ λ((2− x)e−x − 1) + x = x

⇐⇒ λ((2− x)e−x − 1) = 0

Puisque λ ̸= 0, cela équivaut à (2− x)e−x = 1 ⇐⇒ 2− x = ex. C’est bien l’équation (3).

(b) Contraction pour λ = 1/4 On a g1/4(x) =
1
4((2− x)e−x − 1) + x. Dérivons g1/4 :

g′1/4(x) =
1

4

[
−1 · e−x + (2− x)(−e−x)

]
+ 1

g′1/4(x) =
1

4
e−x(−1− 2 + x) + 1 =

e−x(x− 3)

4
+ 1

Sur [0, 1], x − 3 ∈ [−3,−2] et e−x ∈ [1/e, 1]. Le terme e−x(x−3)
4 est toujours négatif. Cherchons

le maximum de |g′| :
— Si x = 0 : g′(0) = 1(−3)

4 + 1 = 0, 25.
— Si x = 1 : g′(1) = e−1(−2)

4 + 1 = 1− 1
2e ≈ 1− 0, 184 = 0, 816.

La dérivée est comprise entre 0, 25 et 0, 816. Donc supx∈[0,1] |g′(x)| = 1 − 1
2e ≈ 0, 82 < 1. C’est

une application contractante avec k ≈ 0, 82.

(c) Nombre d’itérations nmax Nous cherchons le rang n tel que l’erreur |xn − α| ≤ ϵ.
Sur l’intervalle [0, 1], l’erreur initiale est majorée par la longueur de l’intervalle : |x0 − α| ≤ 1.
D’après la propriété de contraction, l’erreur à l’étape n vérifie :

|xn − α| ≤ kn|x0 − α|max ≤ kn · 1

On cherche donc n tel que :
kn ≤ ϵ

En passant au logarithme népérien (avec ϵ = 10−10 et la constante trouvée précédemment k ≈
0, 816) :

n ln(k) ≤ ln(10−10)

Comme ln(k) < 0, l’inégalité change de sens en divisant :

n ≥ ln(10−10)

ln(0, 816)

n ≥ −23, 026
−0, 203

≈ 113, 4

Il faut donc prévoir environ 114 itérations pour assurer la précision demandée. Remarque : La
convergence est lente car |g′| est proche de 1.

Analyse des résultats et estimation de l’erreur (Questions 2g et 3d)
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Comparaison pour la méthode du Point Fixe : Le programme utilise le critère d’arrêt
|xn+1 − xn| < ϵ. D’après la théorie, l’erreur réelle par rapport à la solution α est majorée par
l’estimation a posteriori :

|xn − α| ≤ k

1− k
|xn − xn−1|

Dans cet exercice, nous avons trouvé k ≈ 0, 82. Le facteur k
1−k ≈

0,82
0,18 ≈ 4, 5 n’est pas négligeable.

Cela signifie que l’erreur réelle peut être environ 4,5 fois plus grande que la différence entre les
deux dernières itérations.

Résultat numérique : En exécutant l’algorithme avec x0 = 0, on obtient la convergence
en environ n = 113 itérations. Ce résultat est parfaitement cohérent avec la borne théorique
calculée plus haut (nmax ≈ 114). On vérifie bien que n ≤ nmax.

Estimation pour la méthode de Newton : Pour la méthode de Newton (question 3),
la convergence est d’ordre 2 (quadratique). L’erreur vérifie approximativement |xn+1 − α| ≈
C|xn − α|2. Le nombre de décimales exactes double à chaque itération.

Résultat numérique : En partant de x0 = 0, la méthode de Newton converge extrêmement
vite. Il ne faut généralement que 4 à 5 itérations pour atteindre une précision de 10−10.
L’efficacité est bien supérieure à celle de la méthode du point fixe étudiée ici (5 itérations contre
113).

Algorithm 1 Méthode du Point Fixe
function PointFixe(g, x0, ϵ, Nmax)

xold ← x0
for i← 1 to Nmax do

xnew ← g(xold)
err ← |xnew − xold|
if err < ϵ then

return xnew, i ▷ Solution trouvée
end if
xold ← xnew

end for
return "Non convergence"

end function

Algorithm 2 Méthode de Newton
function Newton(f , df , x0, ϵ, Nmax)

xold ← x0
for i← 1 to Nmax do

xnew ← xold − f(xold)/df(xold)
err ← |xnew − xold|
if err < ϵ then

return xnew, i
end if
xold ← xnew

end for
end function

Algorithmes (Pseudo-code pour les questions d-g et 3)
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