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1 Introduction et Motivations

Ce cours a pour objectif d’introduire la théorie des Equations Différentielles Partielles Stochastiques (EDPS).
Afin d’asseoir rigoureusement cette théorie, nous commencerons par définir le cadre topologique des mesures de
probabilité sur les espaces polonais. Ensuite, nous mettrons en place le cadre théorique en étendant les concepts de
mouvement brownien et d’intégrale d’Itd a des espaces de Hilbert. Nous allons notamment construire le bruit blanc
spatio-temporel et le mouvement brownien cylindrique. D’autre part, nous définirons 'intégrale stochastique en
dimension infinie grace a approche fonctionnelle de Da Prato-Zabczyk [3], modernisée par Hairer [7]. Une fois ces
notions introduites, nous étudierons une EDPS linéaire, a savoir I’équation de la chaleur stochastique. Pour cela, nous
ferons des rappels sur la théorie des semi-groupes pour 'opérateur de la chaleur déterministe, puis nous définirons
et démontrerons l'existence et 'unicité d’une solution au sens mild via la formule de Duhamel stochastique. Enfin,
nous validerons notre approche théorique a 'aide de ’analyse numérique et de simulations. Le cours abordera la
discrétisation de cette EDPS via les schémas d’Euler-Maruyama explicite et implicite en temps et la méthode des
éléments finis spectraux en espace. Cette discrétisation nous permettra d’analyser la vitesse de convergence forte
et faible des schémas numériques implémentés et de mettre en évidence la régularité holdérienne des trajectoires
simulées.

Objectif de 1’étude : Le point de départ naturel de notre réflexion est I’équation de la chaleur déterministe clas-
sique, dyu = Awu. Dans de nombreux modéles physiques, la dynamique macroscopique est soumise & des fluctuations
thermiques ou structurelles a 1’échelle microscopique. L’ambition est alors de perturber cette dynamique lisse en y
incorporant un terme de forcage stochastique, modélisé formellement par un bruit blanc spatio-temporel (¢, ) (ou
une différentielle dW (t)), pour obtenir ’équation de la chaleur stochastique.

Obstacle topologique et motivation théorique : En dimension finie, la construction d’un tel forgage repose sur
le bruit blanc, défini rigoureusement comme la dérivée au sens des distributions du mouvement brownien standard.
Toutefois, le passage a la dimension infinie — ou I’état du systéme a linstant ¢ n’est plus un vecteur de R™ mais
une fonction d’espace u(t, ) appartenant & un espace de Hilbert H — dresse un mur mathématique immédiat.

Un bruit blanc spatio-temporel idéal est censé exciter uniformément et de maniére indépendante toutes les
fréquences spatiales du systéme. Topologiquement, cela exigerait de construire un mouvement brownien (W (¢)):>0
a valeurs dans ‘H dont 'opérateur de covariance spatiale serait 'identité Id. Or, ’espérance de la norme au carré
d’un tel processus stochastique est directement définie par la trace de son opérateur de covariance. L’espace H étant
de dimension infinie, la trace de l'identité y diverge grossiérement, ce qui implique une explosion immédiate de la
variance totale du processus.

En d’autres termes, le mouvement brownien standard n’existe tout simplement pas dans H. Cette singularité
fondamentale justifie & elle seule le besoin d’une nouvelle théorie. Avant de pouvoir résoudre la moindre EDPS,
il est impératif de reconstruire rigoureusement la théorie géométrique des mesures gaussiennes sur des espaces de
Banach et de Hilbert, ce qui nous permettra d’introduire des objets topologiques plus larges et adaptés, tels que le
mouvement brownien cylindrique.



2 Fondations Topologiques et Géométrie des Mesures Gaussiennes

Ce chapitre pose les fondations topologiques et géométriques indispensables a I’étude des probabilités en dimen-
sion infinie. A partir de la structure des espaces polonais et des différents modes de convergence, nous construisons
le cadre rigoureux nécessaire pour définir les mesures gaussiennes, caractériser leurs espaces de Cameron-Martin, et
garantir 'unicité de leurs images sous 'action d’opérateurs linéaires.

2.1 Mesures de probabilité sur les espaces polonais

Dans cette premiére partie nous allons introduire le cadre topologique des espaces polonais ainsi que les différentes
distances et modes de convergence nécessaires pour définir les objets plus complexes de la suite de ce cours.
Préliminaires

Cette sous-partie introduit les éléments mathématiques de base nécessaires pour comprendre la convergence des
mesures de probabilité.

Définition 2.1 (Espaces polonais). Un espace polonais X est un espace métrique, complet et séparable.

Exemple 1. Pour tout 1 < p < oo et tout entier n > 1, les espaces de Lebesque LP(R™) et les espaces de Sobolev
H:(R"™) (s € R) sont des espaces polonais. En revanche, l’espace L™ (R"™) n’est pas séparable, et n’est donc pas un
espace polonais.

Conventions et cadre mesurable. Dans toute la suite, tout espace métrique (ou polonais) X est implicitement
muni de sa tribu borélienne, notée Z(X'), qui est la plus petite tribu contenant tous les ouverts de X'. Sauf mention
contraire, une mesure (ou mesure de probabilité) sur X’ désignera systématiquement une mesure définie sur I’espace
mesurable (X, Z(X)). On notera P(X) 'ensemble des mesures de probabilité boréliennes sur X'.

Définition 2.2 (Convergence faible). Une suite de mesures de probabilité (i, )n>1 sur X converge faiblement (ou
étroitement) vers une mesure de probabilité p si :

i [ 7@ i) = [ 5o utao)

n— 00

pour toute fonction continue bornée f € Cy(X).

Définition 2.3 (Distance en variation totale). La distance en variation totale entre deux mesures de probabilité p
et v sur X est définie par :

| —v|Tv = sup
[[flloo<1

| f@utan) = [ 1@ vian).

avec ||flloo = supyex |f(2)], ot la borne supérieure est prise sur l'ensemble des fonctions boréliennes bornées f :
X =R

Proposition 2.1. L’application || - ||rv définit une distance sur l’espace des mesures de probabilité P(X).

Démonstration. L’application || - ||y définit bien une distance sur I’espace des mesures de probabilité P(X) car elle
vérifie les trois propriétés fondamentales :
— Séparation : Si u = v, alors pour toute fonction borélienne bornée f, on a fX fdu— fX fdv =0, donc
lw = vy = 0.
Réciproquement, supposons que || — v|tv = 0. Pour tout ensemble mesurable A € Z(X), la fonction
indicatrice f = 14 est borélienne et vérifie ||14]|oc < 1. On a donc :

0 < |u(A) —v(A)| = <|lu—v|rv =0.

/X 14(2) pu(de) — /X 14(2) v(da)

D’ou pu(A) = v(A) pour tout A € B(X), ce qui assure y = v.
— Symeétrie : Par symétrie de la valeur absolue :

ln=vllrv = sup = [lv=pllv.

I flloo<1

= sup
I flloo <1

| f@utan) = [ 1@ viaa

| f@ywtan) = | @i




— Inégalité triangulaire : Soient p,v,v € P(X). Pour toute fonction borélienne f telle que ||f|lcc < 1,
I'inégalité triangulaire dans R donne :

< +

| s@ntan = [ sia)vian)

| f@nta) = [ 1))

< |l =Allrv + Iy = vlv-

| f@ntan) = [ 1@ vian

En passant au supremum sur ’ensemble des fonctions boréliennes vérifiant || f]lco < 1, on en déduit que :

= vllrv <[l =Allrv + [y = vllov-
O

Définition 2.4 (Convergence forte). Une suite de mesures de probabilité (pn)n>1 converge fortement (au sens de
la convergence simple sur la tribu borélienne) vers une mesure i i :

lim p,(A) = p(A),

n—00
pour tout A € B(X).

Remarque 1 (Choix de la notion de convergence). D’un point de vue intuitif, la convergence en variation totale ou
la convergence forte (simple sur la tribu) pewvent sembler naturelles. Cependant, la topologie induite par la norme
en variation totale est bien trop rigide : dés que X n’est pas dénombrable (par exemple R ou un espace de Hilbert),
deux mesures de Dirac distinctes vérifient ||0; — 8yl|lTv = 2, ce qui rend l’espace (M(X), | - ||Tv) non séparable et
empéche des suites simples comme 61/, de converger vers dg.

La convergence faible (ou étroite) résout cette rigidité en restreignant les fonctions tests & l’espace Cp(X). Lorsque
X est un espace polonais, l’espace des mesures de probabilité P(X) muni de la convergence faible est lui-méme
métrisable et séparable (notamment via la distance de Lévy-Prokhorov ou la distance bornée-Lipschitz dgy,). C’est
cette métrisabilité qui permet de quantifier les erreurs et d’analyser la vitesse de convergence faible des schémas
NUMETLQUES.

Voici quelques exemples qui montrent que certaines mesures convergent uniquement faiblement ou uniquement
fortement et pas en variation totale.

Exemple 2. Pour X =R, considérons la suite de mesures pi, = 61/, (n > 1). Elle converge faiblement vers i = do,
mais ne converge ni fortement ni en variation totale vers &g.

Démonstration. Soit f € Cy(R). Par définition de la mesure de Dirac, nous avons [, fdu, = f(1/n). Puis, par
continuité de f en 0, on obtient :

tiw [ o, = lim f(1/m) = 10 = [ fan
La convergence faible est donc vérifiée.

Pour montrer que la convergence forte n’est pas vérifiée, il suffit de trouver un borélien A pour lequel cette
convergence échoue. Si l'on choisit le singleton A = {0} € Z(R), on a pour tout n € N* :

S1m(A) =0 et Sp(A) =1.

Ainsi, comme :
lim §1/,(A) =0#1=0d(A),

n—oo

la convergence forte n’est pas vérifiee. A fortiori, la convergence en variation totale ne I’est pas non plus, car elle
est plus restrictive que la convergence forte (en effet, |6, /, — dol|Tv =2 /4 0). O

Exemple 3. Soit yi, la mesure sur [0, 7] définie par pu,(dz) = 2 sin®(nx) dx. La suite (ju,)n>1 converge fortement

vers la mesure de Lebesgue normalisée i(dx) = + dx, mais la distance en variation totale ||, — il v reste constante
et égale a 2/7.



Démonstration. Soit A un borélien de [0, 7]. En considérant la fonction indicatrice f = 14, nous avons :

tn(A) = /OTr 14(x) pin(dx) = 2 /A sin?(nx) d.

™

En utilisant I'identité trigonométrique sin?(nz) = 1_(30%(2"1), nous obtenons :
1 1 1
n(A) == [ (1 —cos(2nz))de = — | 1dx— — | cos(2nx)dz.
TJA mTJA TJA
D’ott ’expression :
1 ™
pn(A) = u(A) — 7/ 14(x) cos(2nzx) dx.
T Jo

Comme la fonction 1,4 appartient & L!([0,7]), le lemme de Riemann-Lebesgue assure que :

™

lim 14(z) cos(2nx) dz = 0.

n—oo 0
Ainsi, nous obtenons bien la convergence forte :

lim pin(A) = u(A), VA € B([0, 7).

n— oo

Néanmoins, par définition variationnelle de la distance en variation totale :

™ 1 ™
I = llzy = sup | [ 5@ (o0 =)o) = sup |2 [ (o) cos(ne)
Ifllo<11JO I fllee<t 1T Jo
Pour toute fonction borélienne f bornée par 1 (||f|lcc < 1), on a :
1 /7 1 ("
7/ f(x) cos(2nzx) dx| < f/ | cos(2nx)| dx.
T Jo T Jo

En choisissant la fonction test f(x) = sgn(cos(2nz)), qui est borélienne et vérifie || f]loc < 1, U'intégrale atteint
exactement cette borne :

17 11 [ 1 " 1 (7 2
7/ | cos(2nz)|dx = — - — | cos(u)|du = — - 2n/ | cos(u)|du = 7/ | cos(u)|du = —.
0 ™ 2 0 ™ Jo s

T 2n J, nm
Ainsi, ||pn — pllrv = % pour tout n > 1. Comme cette distance reste constante et ne tend pas vers 0, la convergence
en variation totale n’est pas vérifiée. O
Convergence en variation totale

Cette sous-partie introduit rigoureusement la notion de convergence en variation totale et certaines de ses
propriétés.

Proposition 2.2. Si deuz mesures de probabilité p et v sur X possédent des densités, notées respectivement D,
et Dy, par rapport a une mesure de référence positive vy, la distance en variation totale est donnée par l’identité
suivante :

I = vllrv = /X [Dp(x) = Dy ()] y(dx).  (*)

Cette formule (x) ne dépend pas de la mesure dominante -y et coincide avec la forme variationnelle :

lu-vlry = sup /X f(a) plda) — /X f(2) w(da)|

Ifllee <1

Démonstration. Pour montrer que les deux définitions coincident, nous partons de la définition variationnelle :

lu-vlry = sup /X f(a) ulda) — /X f(2) w(da)|

[l flloo<1



En utilisant les densités D,, et D, par rapport & la mesure v, nous avons :

ln—v|Ty = sup
[Iflleo <1

/ﬂ@mmwmw/fmmmwM>
X X

= sup
[Iflleo <1

/NM%@—&MMW)
X

Pour toute fonction borélienne f telle que || f]loo < 1, on a :

/mmmM—mwwm>
X

géwwmmfmmMMSAwmwammw»

En choisissant la fonction test f(z) = sgn(D,(z) — D,(x)), qui est borélienne et vérifie ||f||oc < 1, I'intégrale
devient :

/ngn(Du(x) = Dy(2)) (Du(x) = Dy (x)) v(dw) = /X |Dpu() = Dy ()] y(de).

Ainsi, le supremum est bien atteint pour cette fonction, ce qui prouve l'identité (x). R R
De plus, si ¥ est une autre mesure de référence positive dominant y et v, les nouvelles densités D,, = % et D,
vérifient par le théoréme de Radon-Nikodym :

_ dy
=

[ 1Du@) = Dut@)l(dn) = [ 1B, (0) = Duta)] ).
En effet, la relation de passage s’écrit D, () y(dx) = D, (z)5(dz) = p(dz) et D,(x)y(dx) = D,(x)F(dx) = v(dz),
ce qui assure I'indépendance de la distance en variation totale vis-a-vis du choix de la mesure dominante. O

Cette proposition est essentielle car la définition avec le supremum est élégante mais trés difficile a calculer en
pratique. Dés que deux mesures possédent des densités par rapport a une mesure commune, la distance en variation
totale se raméne simplement & la norme L' de la différence de leurs densités.

Corollaire 2.1. Une conséquence de (x) est que pour deux mesures de probabilité p et v sur X, on a ||p—v|rv = 2
si et seulement si p et v sont mutuellement étrangéres (u L v), et ||u— v|ry < 2 sinon.

Démonstration. Soient p et v deux mesures étrangéres (u L v). Il existe alors un ensemble borélien A € A(X)
tel que p(A) =1 et v(A) = 0. En posant la fonction test f = 214 — 1, on a bien ||f||oc = 1. Par la définition
variationnelle de la variation totale :

ln—v|Tv = sup
lglleo <1

Ammwmf/gMAM>

X

Calculons les intégrales pour cette fonction spécifique f :

[ f@ntan) = [ vutdn)+ [ (=0 ptde) = n(a) = %) = 10 =1,
et pour la mesure v :

/X F(@) v(dz) = /A 1u(dz) + /C(_1) V(dz) = V(A) — V(A9 =0 —1 = 1,

On obtient donc :
=[1-(-1|=2,

| s@ntan) = [ 1@ vian

dou ||g — v||Tv > 2.
D’autre part, pour toute fonction f vérifiant ||f||s < 1, I'inégalité triangulaire donne :

/deuf/xfdv

ce qui garantit ||p — v||Tv < 2. On a donc bien ||p — vy = 2.

S/le|dﬂ+/X|f|dV§u(X)+u(X):1+1:2,



Montrons a présent que || — v|ry < 2 dés lors que u et v ne sont pas mutuellement étrangeres.

Considérons la mesure positive finie v = p + v. Les mesures p et v étant trivialement absolument continues par

rapport a v, le théoréme de Radon-Nikodym assure l'existence de leurs densités respectives D, = di ot D, = %,

dy
avec [, Dydy=p(X)=1et [, D,dy=v(X)=1.
En utilisant I'identité algébrique |a — b = a + b — 2(a A b) pour tous réels a, b, la relation (x) donne :

= vy = [ Du(a) = Do)l 5(de)
X
_ /X D, (z)4(dx) + /X Dy (2)y(dx) — 2 /X (Dy(x) A Dy()) A(de)
=2 (1 - /X (Du(z) A Dy(z)) ’y(dm)) .

Puisque p et v ne sont pas mutuellement étrangéres, la mesure infimum p A v n’est pas la mesure nulle. Autrement
dit, I'ensemble A = {x € X' : D, () > 0 et D, (x) > 0} vérifie y(A) > 0. Comme la fonction D, A D, est strictement
positive sur A, son intégrale vérifie :

/X (Du(z) A Dy(2)) v(dz) = /A (Du(z) A Dy(2)) v(dx) > 0.

On en conclut immédiatement que ||p — v|Tv < 2. O

Exemple 4 (Distance en variation totale entre deux lois gaussiennes réelles). Soient p = N(0,1) et v = N (m, 1)
avecm € R. En notant go et g, leurs densités respectives par rapport a la mesure de Lebesgue, I’égalité go(z) = gm ()
a lieu au seul point d’intersection x = m/2. Supposons sans perte de généralité m > 0 : on a go(z) < gm(z) si et
seulement si x > m/2. Par symétrie et par lidentité de la preuve du Corollaire 2.1, il vient :

m/2 +00

| () At} o= [ 9m<l‘>dx+/m/2 i) e =2(1-2 (F)).

ot ® désigne la fonction de répartition de la lot N'(0,1). On en déduit :

= vliee =2 (1= [ (i gmy ) =2 (20 (T51) -1).

Cette sous-partie introduit rigoureusement la notion de convergence faible et certaines de ses propriétés.

Convergence faible

Définition 2.5 (Tension). Soit M C P(X) une famille de mesures de probabilité sur un espace polonais X. On dit
que M est tendue si pour tout € > 0, il existe un ensemble compact K C X tel que u(K) > 1 — € pour tout p € M.

La tension est une notion essentielle pour notre sujet car en dimension infinie, la masse peut s’échapper vers
I'infini. La notion de tension est donc une garantie de non-dispersion d’une famille de mesures : la masse totale du
systéme (& e prés) reste confinée dans un sous-ensemble compact, donc fermé et précompact.

Proposition 2.3 (Théoréme d’Ulam — Tension d’une mesure borélienne). Soit u € P(X) une mesure de probabilité
sur un espace polonais X. Alors le singleton {u} est tendu.

Démonstration. Soit € > 0.

Etape 1 : Construction de I’ensemble K et contréle de sa mesure.
L’espace métrique X étant séparable, il admet une partie dénombrable dense (z;);>1. Par conséquent, pour tout
entier n > 1, X est recouvert par 'union des boules fermées de centre x; et de rayon 1/n :

R 1
X:UB(xi,n>.
=1

Pour chaque n > 1 fixé, la suite d’ensembles A,, y = Ufil B (zi,1/n) est croissante en N et vérifie | J3_, A, n = X.
Par continuité croissante de la mesure de probabilité u, on a :

lim p(Apn) =p(X) =1
N —o00



Il existe donc un entier I,, > 1 tel que 'ensemble K, = A, , = U{;l B (x;,1/n) vérifie :

soit  wu(Kj) < <

(i) >1— on

€
273
Définissons alors 'ensemble K = (2, K,,. Par les lois de De Morgan et la sous-additivité dénombrable de i, on
a:

u(K“)u<U Kﬁ) SZ#(K2)<ZQ%:6-

On en déduit que pu(K) =1 — p(K°) >1—e

Etape 2 : Compacité de K.
Montrons que K est compact.
— K est fermé : Pour tout n > 1, K,, est une union finie de boules fermées, donc fermé. En tant qu’intersection
d’ensembles fermés, K = (2| K,, est fermé dans X.
— K est précompact (totalement borné) : Soit § > 0. Choisissons un entier n > 1 tel que 1/n < §. Comme

K CK,,ona:
I, 1 I,
K C UB (Z‘Hn> - UB(Z‘“(S)
i=1 =1
L’ensemble K peut ainsi étre recouvert par un nombre fini de boules ouvertes de rayon §.
L’espace X étant polonais, il est complet. Or, dans un espace métrique complet, un sous-ensemble est compact si
et seulement s’il est fermé et précompact. L’ensemble K est donc compact.

L’ensemble compact K vérifiant u(K) > 1 — ¢, le singleton {u} est bien tendu. O

Théoréme 2.1 (Prokhorov [14]). Un sous-ensemble M C P(X) est relativement compact pour la topologie de la
convergence faible si et seulement s’il est tendu.

Démonstration. Ce théoréme sera admis car sa démonstration repose sur des arguments de compacité faible et de
plongement métrisable dépassant le cadre direct de notre étude (on pourra consulter larticle original de Prokho-
rov [14]). O

La notion de tension est donc la clé de voiite de la compacité pour la convergence faible : elle permet d’extraire
des sous-suites faiblement convergentes dés que 1’on controle la non-dispersion de la masse a 'infini.

Comparaison et roles des notions de convergence

Ces deux notions de convergence permettent de quantifier la proximité entre deux mesures de probabilité, bien
qu’elles capturent des aspects géométriques et topologiques radicalement différents.

La variation totale impose une condition de proximité trés forte, en comparant les probabilités sous-jacentes
de maniére uniforme sur tous les boréliens. Si deux mesures sont simplement translatées d’un faible écart spatial,
leur distance en variation totale est maximale (égale & 2). Nous 'utiliserons principalement comme outil théorique,
notamment pour établir des résultats de singularité ou de continuité absolue comme le théoréme de Cameron-Martin.

La convergence faible propose une topologie bien plus souple, particuliérement adaptée aux espaces de dimension
infinie. Elle permet de capturer la convergence globale des mesures sans imposer de contraintes locales strictes, en
s’assurant que les espérances coincident sur les fonctions tests continues bornées. C’est sur ce cadre que s’appuiera
notre analyse de ’erreur faible des schémas numeériques.

2.2 Théorie de la mesure Gaussienne

Cette partie est dédiée a 1’étude des mesures gaussiennes sur les espaces de Banach.



Définitions et propriétés

Cette sous-partie se concentre sur la définition générale de la mesure gaussienne et sur certaines de ses propriétés
fondamentales.

Définition 2.6 (Mesure gaussienne sur R). Une mesure de probabilité jn sur R est dite gaussienne s’il existe o > 0
et m € R tels que pour tout £ € R :

/ exp(ilr) p(dzr) = exp (—;0252 + Mm) .
i

De plus, si m =0, cette mesure est dite centrée.

Le recours a la fonction caractéristique est ici essentiel car c’est I’outil dual naturel pour caractériser de maniére
unique une mesure sur un espace topologique. De plus, cette formulation inclut directement le cas dégénéré o = 0,
ce que l'expression classique de la densité gaussienne ne permet pas de faire sans un passage a la limite.

Définition 2.7. Une mesure de probabilité gaussienne p sur un espace de Banach séparable B est une mesure
borélienne telle que la mesure image £*p soit une mesure de probabilité gaussienne sur R pour toute forme linéaire
continue ¢ € B*. FElle est dite centrée si {*p est centrée pour tout £ € B*. Ici, £*p désigne la mesure image de p par
¢, définie par €*u(A) = p(€=1(A)) pour tout borélien A C R.

Nous aurons besoin du lemme fondamental suivant qui établit la fermeture de I’ensemble des variables aléatoires
réelles gaussiennes.

Lemme 2.1 (Fermeture des lois gaussiennes par convergence étroite). Soit (X, )n>1 une suite de variables aléatoires
réelles gaussiennes, avec X, ~ N (my,02) (m, € R, 0, > 0).

Si (Xp)n>1 converge en loi (ou presque sirement) vers une variable aléatoire X, alors :

1. les suites (my)n>1 et (02),>1 convergent dans R vers des limites notées respectivement m € R et 0% > 0;

2. la variable limite X est gaussienne de loi N'(m,o?) (la loi de Dirac 8,, correspondant au cas dégénéré o* = 0).

Démonstration. Pour tout n > 1, la fonction caractéristique de X,, s’écrit pour tout t € R :

; 1
bn(t) := E[e"*n] = exp (itmn - 20721152) .

Puisque X, LN X, le théoréme de continuité de Lévy garantit que lim,, o ¢, (t) = ¢x(t) pour tout ¢t € R, o la
fonction caractéristique limite ¢x est continue en 0 et vérifie ¢ x (0) = 1.
En évaluant le module, on a pour tout t € R :

6,01 = exp (=303 > lox ()]

—00
Par continuité de ¢x en 0, il existe tg > 0 tel que |px (to)| > 0. L’égalité ci-dessus impose alors :

2 2
n == nlnlto)l S5~z n|éx (to)] =: 0® € [0, +ool.
n oo 0

a,
2
tO

2

2) converge donc vers un réel fini 02 > 0. Par suite, pour tout t € R :

La suite des variances (o

exp(itm,) = ¢, (t) exp (;Uztz) — ox (t) exp (;O’2t2> .

La suite (X,) étant étroitement convergente, elle est tendue. Comme sup,, 02 < oo, si (m,) n’était pas bornée,

une sous-suite vérifiant |my, | — oo entrainerait par I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev que P(| X, | < R) — 0
pour tout R > 0, contredisant la tension. La suite (m,,) est donc bornée. Dés lors, si m et m’ sont deux valeurs
d’adhérence de (m,,), la convergence précédente impose exp(it(m — m’)) = 1 pour tout ¢ € R, d’ott m = m’. La
suite bornée (m,,) admettant une unique valeur d’adhérence, elle converge vers une limite finie m € R.

En passant a la limite dans ¢, (t), il vient :

1
dx(t) =exp (itm - 202152) , VteR.

On reconnait la fonction caractéristique de la loi N'(m, 02), ce qui conclut la preuve. O
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Pour illustrer concrétement cette définition abstraite, cherchons & construire un vecteur aléatoire gaussien en
empilant une infinité de variables gaussiennes réelles indépendantes. La proposition suivante fournit un exemple
fondamental sur l’espace de Hilbert #? et met en évidence la contrainte de sommabilité indispensable pour que
I’objet aléatoire résultant ait une norme finie presque stirement.

Proposition 2.4. Soit (7, )n>0 une suite de variables aléatoires i.i.d. de loi N'(0,1) et (an)n>0 une suite de nombres
réels. La loi de (anVn)n>0 définit une mesure gaussienne sur €% si et seulement si Y. a2 < oc.

Démonstration. Supposons que la loi de X = (@, )n>0 définisse une mesure de probabilité sur £2. Alors le vecteur
aléatoire X appartient presque stirement & ¢2, ce qui signifie que :

oo
11172 = Z aZy? < 400 presque strement.

Montrons par contraposée que cela impose En>0 a? < oo.

Supposons au contraire que Zn 0 @y, = +oo. Pour chaque n > 0, un calcul gaussien direct donne la transformée
de Laplace :

1 1 1+ a2 1
E |ex —fai %)] = —/ex < ”x2> dr = —/———.
[ p( 27 V21 Jr P 2 T+ a2

Par indépendance des variables aléatoires (7, )n>0, DOuUs avons pour tout entier N >0 :

lexp (_ Zan%ﬂ H B o (a2 )| - H [

La série a termes positifs Y~ ;a2 divergeant vers +o0, le produit infini diverge vers 0 (en effet, HQ’:O(l +a2) >
14+ 3 g2 —— +o0).

D’autre part, la suite exp (—% Zg:o CL%’V%) est décroissante et bornée par 1. Par le théoréme de convergence

monotone (ou dominée), on peut intervertir la limite et ’espérance :

N
1, oo . 1
E [exp <_2||X||Z2>:| = hm E lexp <— E an'yn>] = &%gﬁ =

Puisque la fonction exponentielle est strictement positive sur Ry U {0}, I'annulation de 'espérance impose que
exp (—3[|X[|Z) = 0 presque strement, d’ot :

oo
HXH?z = Z afﬁi = +00 presque slirement.

Ceci contredit le fait que X € £2 presque surement On en déduit donc nécessairement que > - 0 a? < co.
Réciproquement, supposons que Y -, a2 < oo.

Etape 1 : Le vecteur aléatoire X est bien défini dans (2.
Considérons le vecteur aléatoire X = (a,Vn)n>0. Par le théoréme de Fubini-Tonelli pour les séries & termes

positifs, on a :
(] -2 |3 aind] - Satebi) - ek <o
n=0 n=0

Une variable aléatoire positive d’espérance finie étant presque stirement finie, il s’ensuit que || X ||z < oo presque
stirement. Le vecteur X prend donc presque siirement ses valeurs dans I’espace de Hilbert séparable 2, et sa loi
définit bien une mesure de probabilité borélienne u sur £2.

Etape 2 : La mesure 1 est gaussienne.
Soit £ € (£%)*. Par le théoréme de représentation de Riesz, il existe une suite y = (y,)n>0 € £2 telle que pour
tout € 02, (z) = 307 o YnTn-
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Puisque X € ¢? presque stirement, I'inégalité de Cauchy-Schwarz garantit que la série définissant la variable
aléatoire réelle ¢(X) converge absolument presque siirement :

0o N
UX) = ynnyn = Jim Sy avec Sy = yatnln.
n=0

n=0

Pour tout entier N > 0, la somme partielle Sy est une combinaison linéaire finie de variables aléatoires gaus-
siennes réelles indépendantes et centrées. C’est donc une variable gaussienne centrée, de variance :

N
0% = Var(Sy) = Z y2a?.
n=0

Puisque Sy — £(X) presque stirement lorsque N — oo, la suite converge a fortiori en loi. D’aprés le Lemme 2.1,
la limite £(X) est une variable aléatoire gaussienne réelle. La variable ¢(X) étant gaussienne pour toute forme
linéaire continue ¢ € (¢2)*, la mesure p est bien une mesure gaussienne sur 2 d’aprés la Définition 2.7. O

La définition d’une mesure gaussienne sur un espace de Banach repose exclusivement sur ses projections scalaires
C*p. Afin d’établir que ces projections de dimension finie caractérisent de maniére unique la mesure sur la tribu
borélienne tout entiére, il est nécessaire d’introduire la classe d’ensembles qu’elles engendrent naturellement.

Définition 2.8 (Tribu cylindrique). Soit B un espace de Banach. Un sous-ensemble A C B est appelé un ensemble
cylindrique s’il existe un entier n > 1, une application linéaire continue T : B — R™ et un borélien Ae B(R™) tels
que A=T"1(A).

L’ensemble de ces cylindres forme une algébre, notée Cyl(B). La tribu engendrée par cette algébre est appelée la
tribu cylindrique, notée £(B) = o(Cyl(B)).

Théoréme 2.2 (Coincidence des tribus borélienne et cylindrique). Soit B un espace de Banach séparable. La tribu
cylindrique coincide exactement avec la tribu borélienne :

Démonstration. Par continuité des formes linéaires, tout ensemble cylindrique est un borélien, d’ou £(B) C B(B).
Montrons 'inclusion réciproque. L’espace B étant séparable, tout ouvert s’écrit comme une réunion dénombrable
de boules fermées. Il suffit donc d’établir que toute boule fermée appartient & £(B), ce qui se rameéne par translation
et homothétie & montrer que B(0,1) € £(B).
Soit (zy,)n>0 une suite dénombrable dense sur la sphére unité {z € B : ||z|| = 1}. D’aprés le théoréme de
Hahn-Banach, il existe pour chaque n une forme linéaire continue £, € B* telle que ||¢,|p« = 1 et £,(x,) = 1.
Considérons 1’élément de la tribu cylindrique :

K= ({zeB:|(z) <1} € £B).

n>0

L’inclusion B(0,1) C K est immédiate car |, (z)| < ||€,]||z| < 1 pour tout z € B(0, 1).
Réciproquement, si y € B vérifie ||y|| > 1, considérons le vecteur unitaire u = y/||y||. Par densité de la suite
(Tn)n>0 sur la sphére unité, il existe un indice n tel que ||z, —u|| <1 —1/||y||. On en déduit :

w-aal) > ol (1= (1= ) ) =1

ce qui prouve que y ¢ K. Par conséquent, B(0,1) = K € £(B), ce qui prouve B(B) C £(B). O

[en )] = lylll€n ()] = NIyl (€n(@n) = x5+

Corollaire 2.2 (Caractérisation par les formes linéaires). Soit B un espace de Banach séparable et soient p et v
deux mesures de probabilité boréliennes sur B. Si £* = £*v pour tout £ € B*, alors u = v.

Démonstration. Soit A = T=1(A) € Cyl(B) un cylindre avec T = ({1,...,£,). Par le théoréme de Cramér-Wold,
I’hypothése assure que les lois images T*p et T*v coincident sur R”, d’ou pu(4) = v(A4).
Les mesures coincident donc sur D'algébre Cyl(B). Comme cette algeébre est stable par intersection finie et

engendre la tribu cylindrique, le lemme de classe monotone (ou théoréme 7-A de Dynkin) assure que p = v sur
E(B). D’aprés le Théoréme 2.2, £(B) = #(B), ce qui conclut la preuve. O
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Dans la suite de cette étude, on va considérer uniquement des mesures gaussiennes centrées. En effet, I’étude
d’une mesure gaussienne non centrée peut systématiquement se ramener au cas d’une mesure centrée par simple
translation.

Définition 2.9 (Opérateur de covariance). Soit B un espace de Banach séparable muni de sa tribu borélienne B(B),
et soit B* son espace dual topologique muni de la norme duale. Soit i une mesure gaussienne centrée sur B.

Pour toutes formes linéaires £,0' € B*, les applications x — l(x) et © +— ¢'(x) sont continues, donc B(B)-
mesurables. On définit l'opérateur de covariance C,, : B* x B* — R associé a p par :

C’#(Z,Z') = / ()l () p(dz).
B
Proposition 2.5. L’opérateur de covariance C,, est une forme bilinéaire symétrique et semi-définie positive sur
B* x B*.

Démonstration. La bilinéarité de C,, découle directement de la linéarité des formes ¢ et ¢’ ainsi que de la linéarité
de l'intégrale. La symétrie est immédiate par commutativité du produit dans R. Enfin, pour toute forme linéaire
{eB* ona:

C(t,0) = /B ()2 u(dz) > 0.
O

En dimension finie, une loi normale est classiquement identifiée par sa fonction caractéristique ¢ — exp(—102t?).
En l'absence de mesure de Lebesgue en dimension infinie, la transformée de Fourier (ou fonction caractéristique)
) = |, B eit(@) wu(dz) constitue 'outil analytique privilégié pour décrire globalement une mesure sur B. La proposi-
tion suivante établit que pour une mesure gaussienne, cette fonctionnelle est entiérement caractérisée par la forme
quadratique associée a l'opérateur de covariance.

Proposition 2.6. Soit B un espace de Banach séparable. Une mesure de probabilité u sur B est gaussienne centrée si
et seulement s’il existe une forme bilinéaire symétrique semi-définie positive K : B* x B* — R telle que la transformée
de Fourier de p soit donnée, pour tout £ € B*, par :

0) = [ explitto) u(de) = exp (-3 K(00))

Dans ce cas, la forme K coincide nécessairement avec l'opérateur de covariance C,, de i, c’est-a-dire que pour tous
U, 05 € B, K(gl,ég) = Cu(fl,gg) = fB 2 (.’13)[2(:1)) /J(d.’[,')

Démonstration. Soit p une mesure gaussienne centrée sur . Par la Définition 2.7, pour toute forme linéaire continue
{ € B*, la loi image ¢* i est une mesure gaussienne centrée sur R. Par conséquent, pour tout ¢ € R :

[ esptitn) € ta) = exp (-5,

otll af désigne la variance de la loi réelle £*p. Par définition de la mesure image et en évaluant en ¢t = 1, on obtient :

0) = [ explite) utan) = | explin) (i) = exp (—C’;) |

Or, en appliquant & nouveau la définition de la mesure image, la variance s’exprime par :

o? = / y2 (€ p)(dy) = /B U()? ude) = Cu(t, ),

d’ou l'identité : )
[(€) = exp <—20H(£,€)> ,

ce qui prouve I'implication directe en posant K = C|,.
Réciproquement, supposons qu’il existe une forme bilinéaire symétrique semi-définie positive K telle que ji({) =
exp (—3K(¢,¢)) pour tout £ € B*.

13



Soient ¢ € B* et t € R. Par définition de la mesure image, la fonction caractéristique de la variable réelle ¢(X)
(de loi £*u) s’exprime pour tout ¢ par :

Peeu(t) Z/RGXP(#y) (£*p) (dy) =/Bexp(i(t€)(ﬁv))u(d$) = f(te).

En évaluant la formule de I’hypothése au point t¢ € B* et par bilinéarité de K, il vient :

b0 e (11820 = o (L 0.0

On reconnait la fonction caractéristique d’une loi gaussienne réelle centrée A'(0,02) de variance o2 = K (£,£) > 0.

La projection scalaire £*p étant une mesure gaussienne centrée sur R pour toute forme linéaire continue ¢ € B*,
la mesure p est bien une mesure gaussienne centrée sur B au sens de la Définition 2.7. De plus, la variance d’une
loi gaussienne réelle coincidant avec son moment d’ordre deux, on a pour tout ¢ € B* :

Cut.t) = | ta pldn) = o = K(¢.0)

ce qui identifie K & C}, sur la diagonale, puis sur B* x B* par polarisation. O

Proposition 2.7. Soient pu et v deur mesures de probabilité quelconques sur un espace de Banach séparable B. Si
[a(0) = 0(0) pour tout ¢ € B*, alors pn = v.

En pratique, cette proposition dit que les mesures de probabilité sur les espaces de Banach séparables sont entiére-
ment déterminées par leur transformée de Fourier.

Démonstration. Considérons d’abord le cas particulier B = R. Soit f € C°(R). Puisque f est lisse a support
compact, elle appartient a la classe de Schwartz S(R), ce qui garantit que sa transformée de Fourier f est a
décroissance rapide, et en particulier f € L!(R). La formule d’inversion de Fourier s’applique donc ponctuellement :

flx) = %/Rf(k:) exp(—ikz)dk, Yz €R.

Comme | f (k) exp(—ikz)| = | f(k)| € L'(R) et que x est une mesure de probabilité finie (u(R) = 1), I'intégrabilité
dominée |f(k)| € L*(R x R, dk @ u) est vérifice. Le théoréme de Fubini autorise alors 'interversion :

[ @ utan) = 5 [ ([ 50 exp-ike) ) e
%/Rf(k) (/Rexp(—z’kx)u(dx)) dk = %/Rf(k:)ﬂ(—k) dk.

Par hypothese, fi(k) = 0(k) pour tout k € R, ce qui implique immédiatement :

/ f() u(dz) = / f(@)v(dr), Vf € CR(R).
R R

L’espace CS°(R) étant dense dans I’espace des fonctions continues tendant vers zéro a Uinfini Co(R) pour la norme
uniforme || - |00, cette égalité caractérise uniquement les mesures de probabilité boréliennes sur R, d’ot p = v sur
R.

Le cas général sur I'espace de Banach séparable I3 découle alors directement de ce résultat unidimensionnel : pour
tout £ € B*, la fonction caractéristique de £*p est ¢ — [i(tl) = 0(tf), d’ou £* = £*v sur R. Par le Corollaire 2.2, on
en conclut que p = v. O

Corollaire 2.3 (Unicité par I'opérateur de covariance). Soient u et v deur mesures gaussiennes centrées sur un
espace de Banach séparable B. St C,, = C, (c’est-a-dire si C,(¢,£) = C,(¢,£) pour tout £ € B*), alors :

w=u.
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Démonstration. D’aprés la Proposition 2.6, la transformée de Fourier d’une mesure gaussienne centrée est entiére-
ment déterminée par la forme quadratique associée a sa covariance. L’égalité C, = C), entraine donc :

fi(f) = exp <_;Cu(€7 E)) = exp <—;CV(€, é)) =p(f) pour tout £ € B*.

L’égalité des transformées de Fourier sur B* implique alors u = v d’aprés la Proposition 2.7. O

En dimension finie, la loi conjointe de deux vecteurs gaussiens indépendants et identiquement distribués posséde
une densité & symétrie sphérique, invariante par rotation. La proposition suivante montre que cette propriété de
symétrie géométrique persiste en dimension infinie sur I’espace produit B x B.

Cette invariance — en particulier pour angle § = 7 /4, qui transforme le couple (z,y) en (L\EJ, L\E’) — constitue
le moteur géométrique de la démonstration du théoréme de Fernique, dont dépend l'intégrabilité exponentielle de
la norme.

Proposition 2.8. Soit 1 une mesure gaussienne centrée sur B. Pour tout § € R, on définit la transformation
orthogonale Rg : B> — B? par :

Ro(z,y) = (rsinf + ycosb, xcosh — ysinb).
Alors, la mesure produit ;1 @ p est invariante sous cette transformation, c’est-a-dire que la mesure image vérifie :
Ro(p@p) = p® p.

Démonstration. D’aprés la Proposition 2.7, une mesure de probabilité sur I'espace de Banach séparable B? est
entiérement déterminée par sa transformée de Fourier. Il suffit donc de vérifier que pour tout couple (41, £2) € (B*)?,
on a :

Ri(u @ p)(lr, o) = @ (b, o).

Par découplage de la mesure produit et d’aprés la Proposition 2.6, la transformée de Fourier de p ® p s’écrit :

&l ba) = i) lz) = exp (—; (Cultr 1) + Ouwg,m]) .

Calculons & présent la transformée de Fourier de la mesure image. Par définition de la mesure image et par linéarité
des formes /1 et {5, on a :

-

Rin @ mtnte) = [ e (i(0(0) + a(6)) (Rioe )’ )
= /62 exp (i(@l(xsine +ycosh) + lo(xcosh — ysin@))) (u® p)(dx, dy)

= [ e ((2)+ ') s ) . ).

en posant les formes linéaires continues L, L’ € B* définies par :
L=1/Vsinf+/Vycos0 et L' =~/1cosh—lysinb.

Cette intégrale coincide avec ’évaluation m(L, L’). Elle vaut donc :

—

1
RiTi @ )0 12) = exp (=5 [CuL0) + CuE'. 2] )
Par bilinéarité et symétrie de 'opérateur de covariance C},, développons chacun des deux termes :

C.(L, L) = sin® 0C,, (1, £1) + cos? 00, (L2, £s) + 2sin 6 cos 0C,, (¢4, L2),
Cu(L', L) = cos® 0C,, (41, £1) + sin® OC), (L2, £2) — 2sin 6 cos OC,, ({1, £).

En sommant ces deux lignes, les termes croisés s’annulent. L’identité fondamentale cos? § 4+ sin? @ = 1 donne alors :
CM(L, L) + CM(L/, L/) = Cu(gl,fl) + Cu(fg,fg).

On en déduit que R;@u)(@l,ﬁg) = 1@ uly, by) pour tout (£1,0y) € (B*)2, d'ott Ri(u® p) = i1 @ pe O
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Comportement asymptotique de la norme et intégrabilité exponentielle

Dans cette sous-partie, nous allons discuter des conditions nécessaires pour que 'opérateur de covariance soit
borné et pour que exp(a||x||?) soit intégrable. De cela découleront des propriétés fondamentales sur le comportement
asymptotique de la norme d’une mesure gaussienne.

Théoréme 2.3 (Fernique, 1970 [6]). Soit p une mesure de probabilité sur un espace de Banach séparable B. Si la
mesure produit p @ p est invariante par la rotation d’angle 8 = w/4 (au sens de la proposition 2.8), alors il existe

un parameétre o > 0 tel que :
/ exp (al|z||*) p(dz) < oo
B

Démonstration. Soient ¢,7 > 0 deux réels, on a par propriété de la mesure produit p ® p que :

p(lzl] < Dzl > ¢) = /{ " /{ )

De plus, considérons le changement de variable défini par la transformation orthogonale d’angle § = m/4 notée

R,r/4:82—>32 et donnée par :
rT+y r—YyY
Rasalz,y) = , .
a(@y) <\/§ ﬂ)

Par l'invariance par rotation (Proposition 2.8), la mesure image vérifie R:/4(/‘ ® p) = u ® u. En appliquant ce
changement de variable, I'intégrale s’exprime par :
1(
By

u(lzl] < Dzl > £) = /{
T4y _x

Pour analyser ce domaine, introduisons les variables transformées u = 72 et v = %23’, qui satisfont les identités
géométriques inversées :

z—y

x4y
V2

U+ v U —v

xr = et = .
V2 Y=

De plus, on a les relations directes :

1 (m—i—y —y) 1 <x+y x—y>
r=— + et y=
V2 \ V2 V2 V2 1\ V2 V2
D’ou, par inégalité triangulaire inversée, si un couple (x,y) appartient au domaine d’intégration tourné (ou ||ul| < 7
et ||v|| > t), on obtient :
7 H
V2

ce qui implique par I'inégalité triangulaire sur les expressions de x et ¥ :

e

||y>¢1§( z “yH) o

Puis, par monotonie de I'intégrale et par le théoréme de Fubini, on obtient :

p(lel < Pyl > 1) < /{| - /{| ety = (1l > 2T )
T >'\/§ Yy >7

Puisque B = Ug—,{z € B : ||z|| < k}, la continuité croissante de la mesure de probabilité p assure que
limy 00 p(||z]] < k) = 1. Il existe donc un réel 7 > 0 tel que :

>t —

x-l—yH

3 .
pllzll = 7) 2 7, soit p(llzl] > 7) <

»Jk\)—‘
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Posons tg = 7 et définissons par récurrence t,,1 = v/2t, + 7 pour tout n > 0. Comme t"*% = t,, l'inégalité

précédente donne :

pllll > tn)* _ 4 2
plllzll > tnia) < < qulllzll > )"
! pllzlf <) =3 !
En posant y,, = 34(||z| > t»), la relation devient y,41 < y2. Comme yo < % - 4 = %, une récurrence immédiate

fournit : 5
el > ) < 248" <3

Par ailleurs, la résolution de la récurrence affine donne ¢, = 7((v/2)" + EZ;; (v2)F) < C72"/2 pour une constante
finie C' >0 (avecC:2+ﬁ§4).

Soit maintenant ¢ > 7. La suite (¢,) étant strictement croissante et divergeant vers 400, il existe un unique
entier n > 0 tel que t, < t < tpy1. Llinégalité t < t,.; < Cr20+D/2 = C\/2727/2 implique 2" > Par
décroissance de la mesure, on obtient :

t2
70772
n In3
-2
el > 0 < lle] > ) 37 < exp (-5 fzt?).
Il existe donc une constante 5 > 0 telle que pour tout t > 7 :
u(llzl] > 1) < exp (~2662).

Pour conclure, exprimons lespérance de la fonctionnelle exponentielle par la formule de Fubini (représentation en
couches) pour a = 3 :

/ exp (aflz||?) p(dz) =1+ /00 2at exp (at?) p(||z| > t) dt.
B 0

En scindant cette intégrale en deux :
— Sur [0, 7], en majorant trivialement p(||z| >t) <1:

.
/ 2at exp (at?) dt = exp(ar?) — 1.
0
— Sur [, 00[, en injectant la décroissance gaussienne p(||z| > t) < exp(—2at?) :
o0 oo
/ 2at exp (atQ) exp (720&2) dt = / 2at exp (fatz) dt = exp(—ar?) < 1.
T T
La somme de ces deux termes étant finie (< exp(ar?) < 00), on en déduit I'existence d’un paramétre o > 0 pour

lequel 'intégrale est finie. O

Remarque 2. Ce théoréme est fondamental car, en dimension infinie, la norme ||x| pourrait a priori diverger. Le
résultat de Fernique assure que pour toute mesure gaussienne, la norme admet des moments finis a tout ordre et
vérifie une intégrabilité exponentielle au carré. De plus, il garantit que l'opérateur de covariance est borné (Défini-
tion 2.9), ce qui assoit la cohérence du bruit.

Corollaire 2.4. Il existe une constante M < oo telle que C,,(£,€") < M||4||-||¢'|| g~ pour tous ¢,£ € B*. De plus,
Vopérateur C\, : B* — B** défini par C,,(£)(¢') = Cu(¢,0') se restreint en un opérateur linéaire continu de B* dans

B.

Démonstration. Etape 1 : Majoration de I’opérateur de covariance.
Soient ¢,¢' € B*. En utilisant I'inégalité |¢(x)| < ||¢||5+||x||s et par monotonie de 'intégrale, on a :

B*

Cult, )] < /B 0() 0 ()] (i) < [[€]1s-11€

5 / |13 u(d).
B

D’aprés le théoréme de Fernique, la constante M = [ [|z|% p(dx) est finie. On en déduit immédiatement la premiere
inégalité :
Cull, ) < Mlle|ls-1¢']

B*-

Etape 2 : Restriction et continuité de éu dans B.
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A priori, application éu (0) : 0! — C,,(¢,0') définit un élément du bidual B**. Montrons qu'il s’identifie en réalité
4 un vecteur de B.

Soit ¢ € B*. L’application x — x¢(x) est continue sur 'espace de Banach séparable B, donc fortement mesurable
(au sens de Pettis). De plus, elle est intégrable au sens de Bochner car :

/B lot(@) 5 u(d) < ||€]s- /B el uldz) = M|e]s- < oo.

L’intégrale de Bochner Iy = [, ¢(x) p(dx) définit donc un élément bien déterminé de B. Pour toute forme linéaire
continue ¢’ € B*, la commutation de ¢’ avec I'intégrale de Bochner donne :

O =0 ( /B xe(x)u(dx)) _ /B (@)0(x) plda) = Cu(l, ) = Co(0)(E)).

Lélément C,(£) € B** coincide donc avec I'image canonique du vecteur I, € B.
Enfin, I'inégalité triangulaire pour 'intégrale de Bochner fournit le controle de la norme dans B :

16, (Ol = |1 Zells < /B let() 15 u(dz) < M s-.

L’opérateur linéaire C'# : B* — B est borné, ce qui démontre sa continuité et achéve la preuve. O

Gréce a la continuité de 'opérateur restreint démontrée ci-dessus, nous identifierons désormais l'opérateur de
covariance C’,L comme une application de B* dans B. Le théoréme de Fernique établit I’intégrabilité exponentielle de
la norme, mais en pratique, ’analyse fine des trajectoires nécessite de controler des moments d’ordre arbitrairement
élevé LP (ce qui sera indispensable lors de I'application du critére de continuité de Kolmogorov, Théoréme 4.8).
La proposition suivante démontre une propriété fondamentale des mesures gaussiennes : une fois renormalisés par
leur premier moment, tous leurs moments d’ordre supérieur sont universellement équivalents et controlés par des
constantes indépendantes de I’espace considéré.

Proposition 2.9 (Equivalence des moments gaussiens). Il existe deuz constantes universelles o > 0 et K > 0
telles que, pour tout espace de Banach séparable B et toute mesure gaussienne centrée non dégénérée u # oy sur B,
en notant son premier moment :

M = [ Jaln(da) € 0. +00),

on a la majoration exponentielle normalisée :

[ exp (al28) i < 1

En particulier, pour tout entier n > 1, les moments d’ordre pair vérifient :

/ l|z]|2" p(dx) < n! Ko~ "M,
B

Par conséquent, pour tout exposant p > 1, il existe une constante C), > 0 dépendant uniquement de p telle que, pour
toute mesure gaussienne centrée p sur B (dégénérée ou non) :

(/B [l u(d:c))l/p < Cp/BHx”M(dx).

Démonstration. Si u = &g, le premier moment M = 0 s’annule et I'inégalité sur les moments LP est trivialement
vérifiée avec 0 < 0. On suppose désormais u # dg, ce qui garantit M > 0.

Etape 1 : Choix du seuil 7 via I’inégalité de Markov.

Par I'inégalité de Markov, on a :

1 1
4M) < — =— M=-.
el > 400) < iz [ el ntae) = g7 30 = |
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Par passage au complémentaire, u(||z| < 4M) > 3. On peut donc choisir le paramétre 7 = 4M dans la démonstra-
tion du théoréme de Fernique. L’estimation de queue établie précédemment assure alors 1’existence d’'une constante
universelle 8 > 0 telle que pour tout ¢ > 4M :

2 2
ullell > 0 < oxp (237857 ) = (203 ).

en posant la constante universelle o = 1—56 > 0.

Etape 2 : Majoration de la fonctionnelle exponentielle.
En appliquant la formule de représentation en couches (Fubini) & la variable aléatoire positive ||z||/M, il vient :

/ exp <o¢”$”22) p(dr) =1+ /00 20 exp(ou?) <x” > u) du.
B M 0 M

En découpant cette intégrale au seuil u =4 :
— Pour u € [0,4], on majore trivialement p(||z||/M >u) <1:

4
/ 2au exp(au?) du = exp(16a) — 1.
0
— Pour u > 4, en injectant la décroissance gaussienne u(||z||/M > u) < exp(—2au?) :
o0 o0
/ 20w exp(au?) exp(—2au?) du = / 20w exp(—au?) du = exp(—16a) < 1.
4 4

En sommant ces deux contributions, on obtient la borne universelle :
wp (o2l (dz) < exp(16a) =: K <
exp (a5 | uldr) < exp(16a) = 0.
B

Etape 3 : Controle des moments d’ordre 2n.
Pour tout u > 0 et tout entier n > 1, le terme d’ordre n de la série exponentielle donne :

=exp(au?), dott u*" < nla "exp(au?).

(@) _ & (au?)t

n! k!

[Ed]
M

> - Jal? A
i pldz) < nla exp | ars p(dz) < n!Ka™".
B B

En multipliant par M?2", on en déduit I’estimation requise sur les moments d’ordre pair :

En évaluant cette inégalité en u = et en intégrant sous la mesure i, on obtient :

/ l|z||?" pu(dx) < n! Ko~ "M,
B

Le contréle général pour tout p > 1 découle alors directement de I'inégalité de Holder en encadrant p par I'entier
pair supérieur 2n > p. O

Lorsque I'on restreint le cadre général des espaces de Banach & un espace de Hilbert H, I'identification du dual &
I’espace lui-méme permet de voir I'opérateur de covariance comme un endomorphisme de H. Pour déterminer sous
quelles conditions spectrales un tel opérateur peut définir la covariance d’une véritable mesure gaussienne sur H
(en garantissant notamment que E[||z(|3,] < o0), il est nécessaire d’introduire la notion d’opérateur a trace.

Définition 2.10 (Opérateur a trace). Soit H un espace de Hilbert séparable muni de son produit scalaire (-,-)%.
Soit A : H — H un opérateur linéaire, continu et positif. On définit la trace de A, notée tr(A), par la quantité :

tr(A) =Y (Aen, en)p € [0,+00],

n>0

ot (en)n>0 est une base hilbertienne quelconque de H. Cette quantité est indépendante du choiz de la base hilbertienne
(résultat admis). Si tr(A) < oo, on dit que A est un opérateur a trace.
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Ces opérateurs a trace joueront un role primordial dans la suite de ce travail, notamment pour formaliser la
structure de covariance du bruit blanc et pour définir rigoureusement les intégrales stochastiques en dimension
infinie.

Proposition 2.10 (Caractérisation de la covariance sur un espace de Hilbert). Soit H un espace de Hilbert séparable.

1. Sip est une mesure gaussienne centrée sur H, alors son opérateur de covariance C\, : H — H est un opérateur
positif, symétrique et a trace. De plus, on a l'identité :

/ )2, s(dz) = tx(C).
H

2. Réciproquement, pour tout opérateur K : H — H symétrique, positif et a trace (tr(K) < o0), il existe une
unique mesure gaussienne centrée . sur H telle que C, = K.

Démonstration. Sens direct :
Soit (en)n>1 une base hilbertienne de H. Par l'identité de Parseval et le théoréme de Fubini-Tonelli pour les
séries & termes positifs, on a :

| el tao) = /ernwdm
n=1

= /xenyudaj)

8

C (ensen)

M8 [ MS I

(C’uen,enﬂt = tr(CA’,L).
1

3
Il

D’aprés le théoréme de Fernique, le membre de gauche est fini. L’opérateur CA',L est donc bien un opérateur a trace,
et par la Proposition 2.5, il est symétrique et positif.

Sens réciproque :
Soit K : H — H un opérateur linéaire symétrique, positif et a trace.

FEtape 1 : Décomposition spectrale de K.

Tout opérateur & trace est compact (en tant que limite pour la norme d’opérateur de projecteurs de rang fini). Le
théoréme spectral pour les opérateurs compacts autoadjoints (voir Brézis [1, Théoréme VI.11]) garantit I'existence
d’une base hilbertienne (e,,),>1 de H constituée de vecteurs propres :

Ke, = \,e,, avec A, >0 et Z A = tr(K) < 00

Etape 2 : Construction de la variable aléatoire gaussienne.
Soit (v, )n>1 une suite de variables aléatoires réelles i.i.d. de loi NV'(0, 1) définies sur un espace de probabilité (2, F,P).
Pour tout N > 1, posons la somme partielle Xy = Zﬁ;l VA Ynen-

Puisque les (7,,) sont centrées et indépendantes, la famille (v/A,yne,) est orthogonale dans L?(Q; H). Pour tous
M>N2>1,ona:

M
E[HXM_XN”%{] = Z )‘”Eh” B Z An NM—>oo
n=N+1 n=N+1

La suite (Xy) est donc de Cauchy dans I'espace de Hilbert complet L?(£2;H). Elle converge donc vers une variable
aléatoire X € L%(Q;H), ce qui assure que X € H presque stirement. Par le théoréme d’It6-Nisio [9], la série converge
également presque stirement.

Etape 3 : Caractére gaussien de la loi pu.
Soit 1 = Law(X). Pour tout h € H, la projection scalaire s’écrit :

(X,h)y = lim (Xn,h)y = lim Z\/ (en,hYpyn dans L?(9).

N—o0 N—o0
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Pour chaque N, la somme finie est une variable gaussienne réelle centrée. La convergence dans L?(f)) entrainant
la convergence en loi, le Lemme 2.1 garantit que la limite (X, h)3; est une variable aléatoire gaussienne réelle pour
tout h € H. D’aprés la Définition 2.7, u est bien une mesure gaussienne centrée sur H.

Etape 4 : Identification de 'opérateur de covariance.
Soient h, k € H. Par continuité du produit scalaire sur L?(£2), on peut passer & la limite sur les sommes partielles :

(Cpuh, k)ay = B[(X, h)3 (X, K)2]
= lim E[(Xn,h)u (XN, Ek)n]

N—oo
N N
= J\;E)noongl mZ:l V )\n)\m<6na h>7—£<ema k>7—£ E[’Yn’)’m]~

Puisque E[y,,Vm] = n.m, les termes croisés s’annulent :

(Cuhik)a =Y Anlen B)aglen, k) = > (Ken, h)g(en, k)2 = (Kh, k),

la derniére égalité découlant de la symétrie de K et de la formule de Parseval. Cette égalité étant vérifiée pour tous
h,k € H, on en déduit C}, = K. L'unicité découle du Corollaire 2.3. O

La proposition précédente résout entiérement la question de ’existence des mesures gaussiennes sur les espaces
de Hilbert : elles sont en bijection exacte avec les opérateurs auto-adjoints positifs & trace. En particulier, cette
contrainte de trace finie confirme I'obstacle théorique fondamental mentionné en introduction : 'opérateur identité
Idy n’étant pas a trace en dimension infinie, il est impossible de définir une mesure gaussienne d’opérateur de
covariance Idy directement sur H.

Avant d’aborder la résolution de ce probléme au chapitre suivant via I'espace élargi H’ et la construction du
mouvement brownien cylindrique, il convient d’étudier la structure géométrique interne de ces mesures gaussiennes
sur un espace de Banach général : caractériser leurs directions de translation admissibles via I’espace de Cameron-
Martin et analyser leur comportement sous ’action d’applications linéaires.

2.3 Structure géométrique

Cette partie est dédiée a I'étude de la structure géométrique interne des mesures gaussiennes en dimension
infinie. Nous y explorons les propriétés topologiques des directions de translation ainsi que le comportement de ces
mesures sous ’action d’applications linéaires.

Espaces de Cameron-Martin

Cette sous-partie introduit les espaces de Cameron-Martin, ainsi que leurs propriétés fondamentales et les prin-
cipaux théorémes qui en découlent.

Définition 2.11 (Espace de Cameron-Martin). Soit ;1 une mesure gaussienne sur un espace de Banach séparable
B.

On définit le sous-espace linéaire H;, C B par l"image de 'opérateur de covariance CAZ'/L :
Ho = {h cB ] Ih* € B* tel que C,u(h*)(€) = Cyu(h*,0) = £(h) pour tout £ € B*} .
On munit cet espace du produit scalaire (h, k), = C,,(h*,k*) et de la norme associée ||h||,, := /C,(h*, h*).
L’espace de Cameron-Martin H,, est l’espace de Hilbert obtenu comme le complété de H;, pour cette norme ||-|| ..

Remarque 3. L’intérét de l’espace de Cameron-Martin est de trouver un sous-espace & l'intérieur de notre espace
de Banach qui posséde un produit scalaire. Ce produit scalaire est entiérement construit & partir de la covariance,
ce qui permet d’utiliser les outils de la géométrie hilbertienne.

Lemme 2.2. L’application |||, définie sur H;, par ||hl|, = \/Cu(h*, h*) est une norme bien définie, indépendante
du choiz de l’antécédent h* € B*.
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Démonstration. Montrons d’abord que la quantité ||h[/, est bien définie. Soit h € Hj, et supposons qu’il existe
deux formes linéaires hi,hs € B* associées & h, c’est-a-dire telles que pour tout £ € B*, on ait C,(h],£) = £(h)
et Cyu(h3,¢) = ((h). Par soustraction, il vient C,(h] — h3,¢) = 0 pour tout ¢ € B*. En évaluant cette identité
successivement pour ¢ = hj puis £ = h3, la bilinéarité et la symétrie de C), donnent :

Cu(hy, hy) = Cu(hy, hy) = Cu(hy, hy) = Culha, ha).

La valeur de C,(h*, h*) est donc strictement identique quel que soit I'antécédent h* choisi, ce qui valide la bonne
définition de I'application.

La bilinéarité, la symétrie et la positivité de C),, (Proposition 2.5) impliquent alors immédiatement que || - ||,
hérite des propriétés d’'une semi-norme. Montrons la définie-positivité.

Soit h € H;, tel que ||h[[,, = 0, ce qui signifie par définition qu'il existe un antécédent h* vérifiant C,(h*, h*) = 0.
Puisque C}, est une forme bilinéaire symétrique positive, I'inégalité de Cauchy-Schwarz s’applique et donne pour
tout £ € B* :

(Cu(h*, 01 < \/Culh®, 1) Cult,6) = B/ Cult,0) = 0.

On en déduit que C,(h*,£) = 0 pour tout £ € B*. D’aprés la définition de I'espace Hj,, 'élément h vérifie la relation
L(h) = C,(h*,?). Par conséquent, on obtient :

¢(h) =0 pour tout £ € B*.

Le théoréme de Hahn-Banach assurant que les formes linéaires continues séparent les points de B, 'annulation de
£(h) pour tout ¢ € B* entraine nécessairement que h = 0. La définie-positivité est ainsi établie. O

Proposition 2.11. On a l’égalité : R
H;, = Im(C),).

Démonstration. D’aprés le corollaire 2.4, I'opérateur €, est a valeurs dans B et vérifie £(C,,h*) = C,,(h*,{) pour
tous h*, ¢ € B*. Dés lors :

h e, < 3n" € B, Ve B, ((h)=(Cuh") < 3n* € B*, h=C,h",

la seconde équivalence résultant du théoréme de Hahn-Banach (le dual B* sépare les points de B). On en déduit

directement H;, = Im(C),). O

Proposition 2.12 (Espace de Cameron-Martin en dimension ﬁAnie). Dans le cas ou B =R", l’espace de Cameron-
Martin ‘H,, coincide avec l'image de la matrice de covariance C,. De plus, pour tout h € H,, sa norme s’exprime
par :
) R
”hHu = <C;£h7h>7

ot C;Q désigne le pseudo-inverse de Moore-Penrose de la matrice de covariance (qui coincide avec linverse usuel

C’ljl des lors que la covariance est inversible).

Démonstration. Etape 1 : Identification de I’espace H,-

D’aprés la Proposition 2.11, I'espace des éléments lisses vérifie H,, = Im(C'M). En dimension finie (B = R"), le

sous-espace vectoriel Im(C),) est de dimension finie, il est donc fermé et déja complet pour la norme de Hilbert
|| - ||.- Son complété coincide donc avec lui-méme :

H, = H;, =Im(C,).

Etape 2 : Calcul de la norme de Cameron-Martin. R
Soit h € H,, = Im(C},). D’aprés la Proposition 2.11, il existe un antécédent h* € R™ tel que C,h* = h. La norme
de h dans H,, est alors donnée par :

||h||i = C,(h*,h*) = (C,h*, h*) = (h, h*).

Si la matrice de covariance C), est inversible (loi gaussienne non dégénérée), 'antécédent h* est unique et s’écrit
h*=C, 1h. En réinjectant cette expression et par symétrie de la matrice inverse, il vient :

B2 = (h,C7'h)y = (C:; R, B).
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Dans le cas général ou Cu n’est pas inversible (loi gaussienne dégénérée sur R™), la matrice symétrique réelle CA’#

induit la décomposition orthogonale R” = Im(C,,) & ker(C),). L’antécédent h* n’est pas unique & un élément du

noyau prés, mais le pseudo-inverse de Moore-Penrose Cl fournit I'unique antécédent situé dans ker(C), )+ = Im(C,,) :
i =Clh
opt pnhr
Par symétrie de CA'):, on en conclut que pour tout h € H, :

IR[I5, = (b, ClR) = (Clh. h).

Proposition 2.13. On a H, C B. De plus, on a la majoration :
IAIZ = 1C 1~ Rl

ou ||Cyl|| désigne la norme d’opérateur de la forme bilinéaire C,, (ou, de maniére équivalente, de l'opérateur de
covariance restreint Cy, : B* — B). De plus, Uinjection canonique v: H, — B est un opérateur compact (la boule
unité fermée de H,, est un sous-ensemble compact de B).

Démonstration. Dans un premier temps, on a la chaine d’inégalités pour tout élément h € H) :

0(h)? h*,£)?
W= sup U= sy Gl OF
LeB*\{0} ||€| B* LeB*\{0} ||€| B*
h*, h* L0
< sup Culh”, gC” (%0 (par l'inégalité de Cauchy-Schwarz)
£eB*\{0} 11117
< Gl

ce qui donne la borne recherchée sur les normes aprés inversion de la constante.

Montrons maintenant la seconde partie de la proposition. Il découle de la borne précédente que l’injection
canonique ¢ : H;, — B est une application linéaire bornée et donc continue. Comme H;, est dense dans I'espace de
Hilbert complet H,,, cette application se prolonge de maniére unique en une application linéaire continue ¢ : H,, — B.
Mentionnons ici que l'inclusion topologique attendue H, C B s’interpréte rigoureusement par l'injectivité de ce
prolongement continu ¢, ce qui permet d’identifier I'espace de Hilbert H, & son image «(H,) qui constitue un
sous-ensemble de B. Il reste donc a vérifier que ¢ est injective.

Supposons par I'absurde que ¢ ne soit pas injective. Par linéarité, il existe f € H, non nulle telle que ¢(f) = 0.
Par densité de H;, dans H,,, on peut construire une suite d’¢léments lisses (fn)n>0 C H,, telle que f,, — f dans H,.
Par continuité de ¢, on a également f, = ¢(f,,) = ¢(f) = 0 dans B.

Soit maintenant h € Hj,. Par définition, il existe une forme linéaire continue h* € B* telle que C’uh* = h. Pour

o

o 1l existe fr € B* tel que éu fr = fn. En utilisant la définition du produit scalaire

chaque n > 0, comme f,, € H
sur H,,, on obtient :

Comme |[h*|| 5+ est finie et ||f,||z — 0, le membre de droite tend vers 0 quand n — oo. Par passage a la limite et
par continuité du produit scalaire, il vient :

B*

(. ) = lim (B f), = 0.

L’élément f est donc orthogonal a tout élément h € H . Puisque Hj, est dense dans H,,, le seul élément orthogonal
a ’espace entier est le vecteur nul, d’ou f = 0.

Ceci contredit I’hypothese f # 0, ce qui prouve l'injectivité de ¢ et valide 'inclusion topologique par identification
de H, a (H,) C B.

Montrons enfin que 'injection canonique ¢: H,, — B est un opérateur compact. Notons B = {h € H, | ||h||, < 1}
la boule unité fermée de #,. D’aprés le théoréme de Fernique (Corollaire 2.4), la norme est de carré intégrable :
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J5 lz||% p(dz) < co. D’autre part, la mesure p étant tendue sur I'espace polonais B (Proposition 2.3), pour tout
€ > 0, il existe un sous-ensemble compact K C B tel que :

/ 2|3 u(de) < 2.
B\K

L’ensemble K étant compact dans B, il est précompact et admet un e-réseau fini {y1,...,ym} C K. Soit P: K —
{y1,.-.,Ym} une projection borélienne associant a chaque point z € K l'un de ses plus proches voisins dans le
réseau, de sorte que sup,cy ||z — P(x)||g < €.

Tout élément lisse h € HS, N B s’écrit sous la forme de Bochner h = [, x h*(x) p(dzx) avec ||h*|| 2,y = |2l < 1.
Décomposons cette intégrale en trois contributions :

En appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz pour I'intégrale de Bochner :

1/2
/ oh* (z) p(d) s(/ lel%u(dx)> 1h* 2 < <.
B\K 5 B\K
H [ =P @at)| < [ 0@l < il < -
K B K

Le troisiéme terme est confiné dans un sous-espace de dimension finie :

= /KP(x)h* Zy]/ B (z) p(dz) = J,Ziijj’

! (y]

ou, en posant A; = P~!(y;) N K, la somme des coefficients au carré vérifie :

$= 55, wermian) < Souta [ 107 o) <1 <1

j=1 j=1

L’ensemble F = {Z;nzl CjY; ‘ Z] 1 c] < 1} est I'image continue de la boule unité de R™, c’est donc une partie
compacte de B.

On a ainsi montré que pour tout élément h € Hy, N B, distg(h, £) < 2. Par densité de H;, N B dans B, cette
propriété s’étend & la boule unité fermée compléte B. Le compact E pouvant étre recouvert par un nombre fini de
boules ouvertes de rayon €, I’ensemble B peut étre recouvert par un nombre fini de boules ouvertes de rayon 3¢
dans B. Le réel € > 0 étant arbitraire, B est totalement bornée (précompacte) dans 'espace de Banach complet B,
donc d’adhérence compacte. Enfin, la boule unité d’un espace de Hilbert étant faiblement compacte, toute valeur
d’adhérence de B pour la topologie de B appartient nécessairement a B, ce qui démontre que B est compacte dans

B et achéve d’établir la compacité de 'opérateur . O
Remarque 4 (Compacité de I'injection et dimension infinie). La compacité de linjection v: H, — B est une
propriété fondamentale :

1. Lorsque dimH,, = oo, l’espace de Cameron-Martin H,, n’est jamais fermé dans B ; s’il I’était, sa boule unité
fermée serait compacte dans ’espace normé H,,, ce qui contredirait le théoréme de Riesz sur la compacité en
dimension finie.

2. Cette compacité garantit la compacité des sous-niveaur d’énergie de l’action dans le principe de grandes
déviations pour les mesures gaussiennes (théoréme de Schilder).

Avant d’établir I'isomorphisme fondamental avec 1’espace de Cameron-Martin, précisons la nature de I'espace

fonctionnel sous-jacent. D’aprés le théoréme de Fernique (Corollaire 2.4), toute forme linéaire continue ¢ € B* est
de carré intégrable par rapport a la mesure p :

1122 5,y = /B Ua)? uldz) = C,u(£,0) < oo
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Chaque forme continue ¢ € B* s’identifie ainsi & un élément de I'espace de Hilbert L?(B, 1). On définit I'espace R,
comme 'adhérence de cette famille dans L?(B, u) :

_ 12
R, =B B

En tant que sous-espace fermé de L?(B, u1), I'espace R, est lui-méme un espace de Hilbert muni du produit scalaire
usuel :

(.9 L2 = /B £(2)9(x) p(de).

Soulignons une distinction conceptuelle essentielle : contrairement aux formes de B, les éléments de R, sont
des classes d’équivalence de fonctions mesurables définies seulement p-presque partout. Ils ne sont donc plus définis
ponctuellement en tout point de B et perdent a priori la propriété de linéarité stricte. Cette difficulté motivera
I'introduction d’un représentant linéaire défini sur un sous-espace de mesure pleine (Proposition 2.17).

Proposition 2.14. Il existe un isomorphisme d’espaces de Hilbert canonique ¥, : H, — R,. Cet opérateur

prolonge lapplication définie sur le sous-espace dense par \I/H(CA'J) = { pour tout £ € B*. En particulier, [’espace de
Cameron-Martin H,, est séparable.

Démonstration. Etape 1 : Bonne définition et isométrie sur le sous-espace dense.

D’apres la Proposition 2.11, on a l'identification H;, = Im(C’u). Pour tout h € Hj, il existe donc au moins une
forme ¢ € B* telle que h = C),(.

Posons U, (h) = ¢ € L*(B, ). Cette application est indépendante du choix de 'antécédent : si C'Hfl = C’ﬂﬁg, la
lingarité de C,, donne C),(¢; — f2) = 0. La norme dans L?(B, u) vérifie alors :

101 = €213 23, = Cully — Lo, L1 = Ly) = (£y — L) (Cu(ty — £2)) = 0.

Les formes /1 et {5 définissent donc la méme classe dans L?(B, i), ce qui prouve que ¥, : H;, — L?(B, ) est bien
définie. R A
De plus, pour tous hy = C,¢; et hy = Cly dans H;,

Iz

(h1,h2)y = Cpu(ly, b2) = /Bfl(x)@(x)u(dx) = (W (h1), Up(h2)) L2(5,p)-

la. définition du produit scalaire sur H,, donne :

L’application ¥, est donc une isométrie linéaire de H;, dans L?(B, ).

Etape 2 : Prolongement et surjectivité sur Ruy-

L’espace de Cameron-Martin H,, étant le complété de H, I'isométrie ¥, se prolonge de maniére unique en une
isométrie linéaire sur #H, tout entier. Comme ¥, est une isométrie et que H, est complet, son image Im(¥,) est
un sous-espace complet de L?(B, i), donc fermé.

Montrons que Im(¥,,) =R, :

— Pour toute forme ¢ € B*, 'élément h = CA'ME appartient & H;, C H,, et vérifie ¥,,(h) = £. On a donc I'inclusion

B* C Im(¥,).
— L’image Im(¥,,) étant fermée, elle contient 'adhérence de B* dans L*(B, i), d’ou R, C Im(¥,,).
— Réciproquement, par densité de H, dans H,,, tout élément de l'image est limite d'images d’éléments de 1,

72
(qui sont dans B*), d’otu Im(¥,) C B Bo) _ Ry

L’isométrie ¥, : H,, — R, est donc surjective, ce qui en fait un isomorphisme d’espaces de Hilbert.

Etape 3 : Séparabilité.

L’espace de Banach B étant polonais (séparable), sa tribu borélienne est a engendrement dénombrable, ce
qui assure la séparabilité de I'espace de Hilbert L?(B, ). En tant que sous-espace fermé, R, est séparable. Par
isomorphisme isométrique, H,, est également séparable. O

Une conséquence fondamentale de cet isomorphisme réside dans l'extension de la formule de dualité a tout
élément du complété H,, :

Corollaire 2.5 (Propriété reproduisante de I’espace de Cameron-Martin). Pour tout élément h € H,, et pour toute
forme linéaire continue £ € B*, on a :

0(h) = (hyCol)y = (¥, (h), £) L2510 -

En particulier, I’élément CA’#E € H,, est le représentant de Riesz dans H,, de la restriction U, -
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Démonstration. Soit h € H,, et £ € B*. D’aprés la Proposition 2.14, I'application ¥, : #,, — R, est une isométrie
qui vérifie ¥, (C,f) = ¢. On a donc directement :

<h»éug>u = <\I'u(h)v‘II/L(CA’/LE»LQ(B,H) = <\Pu(h)aE>L2(B,u)-

11 reste a vérifier que cette quantité coincide avec £(h). Par densité de ’H; dans H,,, il existe une suite (hn)n>1 C HZ
telle que h, — h dans H,. Pour chaque n, h,, = C’H&L avec £, = VU, (h,) € B*, de sorte que :

U(hn) = Cplln, £) = (U (hn), €) 12(B,u)-

Quand n — oo, lisométrie ¥,, implique ¥, (h,) — ¥, (h) dans L?*(B, 1), donc le membre de droite converge vers
(U, (h), £) 28,y D’autre part, la continuité de l'injection #H,, < B assure que h,, — h dans B. La continuité de la
forme ¢ € B* entraine alors £(h,,) — £(h). Par unicité de la limite, on en conclut que £(h) = (¥, (h),{)r2(5,). O

Nous proposons un petit aide-mémoire sous la forme du diagramme en Figure 1.

Formes linéaires continues
*
C 0 1[4

v,
Hy Ru
Cameron-Martin isométrie ——L2(B.u)

. . B*
(espace hilbertien) (chaos hilbertien)

E(h) = <h> Cu@u = <\Pu(h’)7£>L2(Byﬂ)

FIGURE 1 — Structure hilbertienne associée a la mesure p et propriété reproduisante.

La proposition suivante est particuliérement intéressante car elle montre que lorsque ’espace d’états est un
espace de Hilbert H, la décomposition spectrale de 'opérateur de covariance K caractérise explicitement ’espace
de Cameron-Martin.

Proposition 2.15 (Espace de Cameron-Martin sur un espace de Hilbert): Soit p une mesure gaussienne centrée
sur un espace de Hilbert séparable H, dont l'opérateur de covariance K = C,, est injectif (ker(K) = {0}).

D’apres la Proposition 2.10, K est symétrique, positif et a trace, donc compact. Notons sa décomposition spec-
trale :

oo
Ke, =\ e, avec A\, >0 et Z)\n<oo,

0l (en)n>1 est une base hilbertienne de H. Alors :

1. L’espace des éléments lisses vérifie H;, = Im(K), et lantécédent unique est donné par h* = K~ 'h, ot
K1 :Im(K) — H est Uinverse algebmque de K.

2. L'espace de Cameron-Martin H,, s’identifie au domaine D(K~1/?) = Im(K1/?) :

oo

Z henH<oo}

H#{heH

3. Pour tous h,k € H,, le produit scalaire de Cameron-Martin s’exprime par :

(h, k), = (K2R, K=Y2k)y, Z)\ (hyen)a(k, en)n.
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Démonstration. Etape 1 : Caractérisation de I’espace des éléments lisses M,

Par identification canonique de H* & H via le théoréme de représentation de Riesz, la Proposition 2.11 donne
immédiatement H; = Im(C’M) = Im(K). L'injectivité de K assure que pour tout h € Hj, il existe un unique
antécédent h* € H vérifiant Kh* = h, soit h* = K~ 'h.

Etape 2 : Norme sur le sous-espace dense M,

Soit h € M, et posons h* = K ~1h. Par définition de I'opérateur de covariance hilbertien (Proposition 2.10),
K est caractérisé par la relation (Ku,v)y = C,(u,v) pour tous vecteurs u,v € H. En évaluant cette forme en
u=1v = h* et comme Kh* = h, la norme de Cameron-Martin s’exprime par :

IAll}, = Cpu(h*, h*) = (KB, )3 = (b h*)x

Par I'identité de Parseval dans la base hilbertienne (e,)n>1, développons ce produit scalaire sur les coefficients de

Fourier :
o0

B2 =" " (hen)a (k" en)a

n=1

Comme K est autoadjoint et que les e,, sont des vecteurs propres associés aux valeurs propres \,, on a 1’égalité :
<ha en>7—£ = <Kh*7 6n>’H = <h*» Ken>’;‘-t = >\n<h*7 en>’H7

ce qui implique, puisque A, > 0 :
<h*7 en>7~l = )‘7:1<h7 en>7—l

En réinjectant cette expression dans la somme, on obtient la formule explicite :
= Z A b en)3,

Etape 3 : Complétion et identification de Hye
Considérons le sous-espace vectoriel :

D(K~Y?) = {x €EH

Z (x,en)3 < oo} .
Pour tout z € D(K~1/2), le vecteur :

o0
K1/2g = Z M2 (2 en)yen
n=1
converge dans H. L'opérateur K—'/2 : D(K~'/2) — 7{ est une isométrie bijective, conférant a D(K ~'/2) une
structure hilbertienne pour la norme ||z{|p(gx-1/2) = | =122 |3
Puisque H;, = Im(K) C D(K ~1/2) et que les combinaisons linéaires finies de vecteurs propres Vect(e,, )n>1 C M,

sont denses dans D(K ~1/2) pour cette norme, 'espace complet D(K ~1/2) s’identifie au complété de H;,. Par unicité
du complété hilbertien, on conclut :
H, = D(K~Y?) = Im(K'/?).

Etape 4 : Formule du produit scalaire.
Pour tous h, k € H,, la polarisation de la forme quadratique ||h]|? = | K~%/2h|3, fournit immédiatement :

(h, k), = (K~Y2h, K=1/2k) Z/\ (hyen)a(k, en)n.

O

Remarque 5. Si l'opérateur de covariance K posséde des valeurs propres nulles (A, = 0 pour certains n), cela
signifie que la mesure | est dégénérée et que sa variance est nulle dans la direction des vecteurs propres associés.
Dans ce cas, Uespace de Cameron-Martin H,, est orthogonal au noyau de K (c’est-a-dire H, C ker(K)*). La
caractérisation de l’espace reste identique & condition de restreindre la somme auz indices n pour lesquels A, > 0,
et la condition (h,e,)y = 0 est impérative pour tout n tel que A, = 0.
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Cette formule de représentation permet d’obtenir une caractérisation variationnelle directe de ’espace H,, et
de sa norme, en identifiant si un élément arbitraire de B appartient a I’espace de Cameron-Martin par une simple
estimation sur le dual B* :

Proposition 2.16 (Caractérisation duale de 'espace de Cameron-Martin). Pour tout vecteur h € B, posons la
quantité (éventuellement infinie) :

|h|, =sup{l(h): L e B, Cul,t) <1} € [0,400].
Alors Uespace de Cameron-Martin coincide avec le sous-espace des vecteurs ot ce supremum est fini :
My ={h € B:|h|, < oo},
et pour tout h € H,,, on a légalité stricte |h|, = ||h||,.

Démonstration. Etape 1 : Coincidence sur #,, et inclusion %, C {h € B: |h|, < co}.

Soit h € H,. D’aprés le Corollaire 2.5, I'action de toute forme ¢ € B* s’écrit £(h) = (¥, (h), )12, En
rappelant que la condition C,(¢,£) < 1 équivaut a ||¢||;> < 1, la dualité de Riesz dans R, et la densité de B* dans
R, donnent :

bl = sup L(h) = sup (Vu(h),O)r28u) = [Vulh)llL28.40)-

*

€ S
HKHL2S1 ||€||L2§1

Puisque ¥, est une isométrie, ||¥,(h)|z2 = ||hl|, < co. On a donc bien |h|, = ||h||, pour tout h € H,, d’ou
I'inclusion H,, C {h € B : |h|, < co}.

Etape 2 : Inclusion réciproque {h € B: |h|, < 0o} C H,,.

Réciproquement, soit h € B tel que |h|, < oco. L’application linéaire Ly, : £ + £(h) est bornée sur B* pour
la norme L?(B, ;1). Par densité de B* dans l'espace de Hilbert R, elle se prolonge de fagon unique en une forme
linéaire continue sur R,,.

D’aprés le théoréme de représentation de Riesz dans R, il existe un unique g € R, tel que £(h) = (g, ) 2(5,,)
pour tout ¢ € B*.

Par surjectivité de I'isomorphisme ¥, posons h = \I/ljl(g) € H,. En appliquant le Corollaire 2.5 & ce vecteur h,
on a immédiatement :

L(h) = (W (h),0) 2B,y = (9. L) L2(B,) = £(h) pour tout £ € B*.

1l s’ensuit que £(h — I~1) = 0 pour toute forme ¢ € B*. Le théoréme de Hahn-Banach assurant que B* sépare les
points de B, on conclut que h = h € H,, ce qui achéve la démonstration. O

Corollaire 2.6 (Régularité borélienne de I’espace de Cameron-Martin). L’application x — ||z||, est semi-continue
inférieurement sur B. En particulier, l’espace de Cameron-Martin H,, est un sous-ensemble borélien de B :

Ho= | {eeB|al, <M.
M=1

Démonstration. D’aprés la Proposition 2.16, la norme s’exprime comme ’enveloppe supérieure d’une famille de
formes linéaires continues : ||z||,, = sup{{(z) : £ € B*, C,,(¢,¢) < 1}. En tant que supremum de fonctions continues,
I'application = — ||z|,, est semi-continue inférieurement. Pour tout M > 1, 'ensemble de sous-niveau {z € B :
|||, < M} est donc fermé dans B. L'espace H,, = { € B : ||z||, < oo} s’écrit alors comme une réunion dénombrable
de fermés, ce qui établit qu’il s’agit d’un borélien. O

Remarque 6. Comme nous l'avons souligné lors de la définition de R, le passage & ladhérence dans L3(B, )
fait perdre aux éléments la linéarité ponctuelle stricte. La proposition suivante permet de pallier cette difficulté en
extrayant de chaque classe d’équivalence une véritable forme linéaire ponctuelle définie sur un sous-espace vectoriel
de mesure pleine.

Proposition 2.17. Pour tout { € R,,, il existe un sous-espace vectoriel mesurable Vy € B(B) tel que u(Vy) =1 et
une forme linéaire ¢ : Vo — R telle que { = { p-presque strement.
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—=L*(B,u) . . . s, .
= B* , il existe une suite de formes linéaires continues

Démonstration. Soit £ € R,. Par définition de R,
(€)k>1 C B* qui converge vers ¢ dans L?(B, ).

Puisque toute suite convergente dans L? admet une sous-suite convergeant presque srement, il existe une
sous-suite (¢y)n>1 telle que lim,,_, o £, (z) = £(x) pour p-presque tout = € B.

Définissons alors le domaine de convergence ponctuelle :

Vg:{xeB

ILm £, () existe dans R} .

Vérifions les propriétés attendues :
— Mesurabilité borélienne : En utilisant le critére de Cauchy dans R, le domaine V; s’écrit sous forme
d’opérations dénombrables :

w:ﬁ[j N {meB’Mn(m)—Em(mHS;}.

Pour tout (n,m), application © — £, (x) — £,,(x) est continue sur B, donc chaque ensemble entre accolades
est un fermé. Par stabilité dénombrable de la tribu borélienne, on a bien V; € Z(B).

— Structure vectorielle : Soient =,y € V; et o, 5 € R. Par linéarité de chaque forme continue ¢,, et par
linéarité des limites dans R, on a :

lim ¢, (ax + By) = a lim £,(z) + B lim £,(y).
n—00 n—00 n—00

La limite existe dans R, ce qui prouve que ax + Sy € V. L’ensemble V; est donc un sous-espace vectoriel de
B.
— Mesure pleine : La convergence ayant lieu u-presque partout, le sous-espace Vy contient un ensemble de
mesure pleine, d’ou p(Vy) = 1.
On définit alors 'application ¢ : V; — R par :
U(z) = lim £,(z).

n—oo

L’application £ est une forme linéaire sur V; par passage a la limite dans les combinaisons linéaires. Enfin, elle
coincide avec £ sur I’ensemble de convergence presque sire, ce qui assure £ = £ p-presque siirement. O

Remarque 7. Puisque [’espace de probabilité sous-jacent est (B, B(B), i), tout élément appartenant a L*(B, i)
est formellement une fonction mesurable de B dans R, c’est-a-dire une variable aléatoire réelle. Ainsi, bien qu’ils
généralisent la notion de forme linéaire déterministe, les éléments de R, (que nous notons h*) s’interprétent natu-
rellement comme des variables aléatoires x — h*(z) définies u-presque sirement.

Proposition 2.18. Pour tout élément h € H,,, la variable aléatoire h* = ¥, (h) € R, suit une loi gaussienne
centrée sur R de variance ||h|?.
De plus, pour tous h,k € H,, leur covariance coincide avec le produit scalaire de Cameron-Martin :

E,[h*k*] = (b, k).

Démonstration. La formule de covariance découle directement du fait que l'isomorphisme ¥, : H, — R, C
L?(B, 1) est une isométrie hilbertienne (Proposition 2.14) : elle préserve intrinséquement les produits scalaires,
d’ott immeédiatement :
Bl k] = (W, (), W) 12,0 = (s Ky
En particulier, pour h =k, on a E,[(h*)*] = [|A]]%.
L. < . el ——L2%(B,u)

Vérifions & présent la loi de h*. Par définition de R, = B*
B* telle que £,, — h* dans L?(B, u).

Par définition d’une mesure gaussienne sur B, chaque variable £, suit une loi normale centrée N (0, [|¢,[3.). La
convergence dans L?(B, i) impliquant la convergence en loi, le Lemme 2.1 assure directement que la variable limite

h* suit une loi gaussienne réelle, de variance ||h*[|7. = [|k||2, ce qui conclut la démonstration. O

, il existe une suite de formes linéaires (¢,,)p>1 C
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Remarque 8. En dimension finie, si l’on multiplie une variable gaussienne par une constante ¢ # 0, la nouvelle
loi reste tres proche de la loi d’origine : elles attribuent une probabilité non nulle aux mémes ensembles.

En dimension infinie, la situation est totalement différente : dés que l’on change d’échelle avec un facteur ¢ # +1,
les deux mesures deviennent étrangéres. Cela signifie qu’il existe un ensemble de mesure pleine pour la premiére loi
qui est de mesure nulle pour la seconde. Ce résultat illustre une différence fondamentale entre la dimension finie et
la dimension infinie.

Proposition 2.19 (Mesures dilatées en dimension infinie). Soit u une mesure gaussienne centrée sur un espace de
Banach séparable B telle que dim H,, = co. Pour tout c € R, notons D, : B — B l'opérateur de dilatation défini par
D.(z) = cx.

Alors, pour tout ¢ € R\ {—1,1}, les mesures D} et p sont mutuellement étrangeres :

Dl L op.

Démonstration. Puisque dim?H,, = oo, l'espace de Hilbert R, est de dimension infinie et séparable (Proposi-
tion 2.14). Il admet donc une base orthonormeée (e, )p>1-

D’aprés la Proposition 2.17, il existe pour chaque n > 1 un sous-espace vectoriel mesurable V,, C B de me-
sure pleine u(V,) = 1 et une forme linéaire é, : V,, — R coincidant avec e, p-presque partout. L’intersection
dénombrable :

V= Vo

DL

n=1

est un sous-espace vectoriel mesurable de B vérifiant u(V) = 1.

Si ¢ =0, on a Dy(xz) =0 pour tout = € B, de sorte que la mesure image est la mesure de Dirac en 0 : Dip = do.
Comme p est une mesure gaussienne non dégénérée en dimension infinie (dim #,, = 00), tout singleton est de mesure
nulle, en particulier ({0}) = 0. On a donc 6o({0}) =1 et u({0}) = 0, ce qui assure directement Diu L p.

Supposons désormais ¢ # 0 avec ¢ # £1. Comme V est un sous-espace vectoriel, il est stable par dilatation :
pour tout z € V, on a cx € V, et par linéarité de chaque forme é, sur V :

én(cx) = céy(x) pour tout x € V.

D’aprés la Proposition 2.18, les variables aléatoires (é,)n>1 forment une suite de gaussiennes centrées sous p.
Comme elles sont orthogonales et de norme 1 dans R, elles sont non corrélées, donc mutuellement indépendantes,
et suivent la loi N(0,1).

Considérons la suite de variables mesurables définie pour z € V par :

1SN,
XN(x):NZen(x) .

Puisque les (é2),,>1 sont indépendantes, identiquement distribuées, et d’espérance E,,[é2] = 1, la loi forte des grands
nombres garantit que :

lim Xy(z) =1 p-presque srement.
N—o00

Définissons ’ensemble borélien :
A:{xGV’Nlim XN(x)zl}.
—00

On a par construction u(A) = 1.
Calculons & présent la mesure de cet ensemble sous la loi dilatée D7 (. Par définition de la mesure image et par
la relation é,(cx) = cé,(x) sur V :

(Dep)(A) = p({z € B: De(x) € A})

:u({zev

Puisque limy_,o Xn(z) = 1 pour p-presque tout x, le terme entre accolades équivaut presque strement a la
condition ¢? - 1 = 1, soit ¢? = 1.

Z lim Xpy(z) = 1}) .

N—o00
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Dés lors que ¢ # %1, on a ¢ # 1, ce qui entraine :
(Dep)(A) = 0.
L’ensemble A vérifiant u(A) =1 et (Dp)(A) = 0, les mesures u et Dy sont mutuellement étrangeéres. O

Remarque 9. En théorie des équations aux dérivées partielles stochastiques, ce résultat posséde une conséquence
fondamentale : il explique pourquoi le théoréme de Girsanov et les méthodes de changement de mesure ne permettent
de modifier que le terme de dérive (drift) des équations, et non Uamplitude du bruit. En effet, deux intensités de
bruit distinctes produisent des mesures gaussiennes sur l’espace fonctionnel des trajectoires qui sont étrangeres,
rendant tout changement de mesure absolument continu tmpossible.

Sur le plan mathématique, le théoréme de Cameron-Martin (établi historiquement pour la mesure de Wiener
par Cameron et Martin [2], voir Hairer |7, Théoréme 3.66] pour le cadre abstrait sur un espace de Banach) est le
résultat fondateur de la géométrie des espaces gaussiens de dimension infinie : il caractérise 'unique sous-espace de
translations par lequel la mesure conserve sa structure topologique sans s’effondrer. Son énoncé est le suivant :

Théoréme 2.4 (Cameron-Martin, voir Hairer [7, Théoréme 3.66]). Pour tout h € B, on définit lapplication de
translation Ty, : B — B par Ty (z) = x + h. Alors, la mesure translatée Ty est absolument continue par rapport
o si et seulement si h € H,,.

Dans ce cas, les mesures Ty p et p sont équivalentes (I ~ p), et la densité de Radon-Nikodym est donnée

p-presque stirement par :
d(T; )

L 0) = exp (0, 000) - I012)-

Démonstration. Montrons dans un premier temps le sens réciproque. Soit h € H,, et soit h* = ¥, (h) € R, I'élément
correspondant via ’isomorphisme. D’aprés la Proposition 2.18, la variable h* suit une loi gaussienne centrée, ce
qui garantit par intégrabilité exponentielle (théoréme de Fernique) que lapplication = — exp(h*(z)) appartient a
L?(B, i) (et donc & L'(B, u)). Sa variance étant donnée par |[h||2, la fonction définie par :

1
Do) = exp (@) = 1)
est strictement positive, d’intégrale sous p égale & 1. Elle définit ainsi la densité de Radon-Nikodym d’une mesure
de probabilité py absolument continue par rapport a pu.

Pour vérifier que pp, = T} 1, montrons que leurs transformées de Fourier coincident. Pour toute forme linéaire
continue ¢ € B*, la transformée de Fourier de i, s’exprime comme une espérance sous fi :

~ . * 1 1 il(x “(x
() = [ ex (it(o) 4 1) = 1012 ) ) = exp (= 01 ) e o0

La loi conjointe du couple (¢, h*) sous p étant un vecteur gaussien dans R?, on évalue I'espérance de I'exponentielle
complexe via la formule classique de la fonction caractéristique conjointe :

. 1 1
E [e'V1V] = exp <—2 Var(U) + i Cov(U,V) + 3 Var(V)) .
Comme Var(¢) = C, (¢, £), Var(h*) = |[h||%, et Cov(¢,h*) = £(h) (Corollaire 2.5), il vient :

) 1 . 1 1 1 ,
() = exp (= 5Cu0.0)+ i) + 5l = SI0IE) = exp (~3Cu00) + ).

D’un autre coté, calculons la transformée de Fourier de la mesure translatée T} 1 :

Ti) = [ explitt@) (T (o) = [

exp (il(z + h)) p(dz) = eth) / exp(il(x)) p(dx).
B

B

En reconnaissant la transformée de Fourier de p (Proposition 2.6), il vient :
7 1 -
Ty pu(l) = exp _§Cu(€7 0 +il(h) ).
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Les transformées de Fourier étant identiques, l'unicité de la transformée de Fourier (Proposition 2.7) implique
I'égalité des mesures up = Ty u, ce qui prouve le sens réciproque.

Montrons & présent le sens direct par contraposée en supposant que h ¢ H,,. D’aprés la caractérisation duale
de la norme (Proposition 2.16), cela implique que ||k||,, = ||, = co. Par conséquent, pour tout réel n > 0, il existe
une forme linéaire £ € B* normalisée par sa covariance (C,,({,¢) = 1) telle que £(h) > n.

Etudions les lois images de 1 et Ty 1 par cette forme £. Sous p, la variable £(z) suit la loi normale centrée réduite
N(0,1). Par linéarité, la loi image de T} pu par £ est celle de £(z+ h) = £(x) + £(h), & savoir la loi normale translatée
N(L(h),1).

La distance en variation totale entre les mesures globales majore la distance entre leurs projections : pour toute
fonction borélienne test ¢ : R — [—1,1], la fonction f = ¢ o £ : B — [—1,1] est borélienne bornée avec ||f|lcc < 1,
d’ou par dualité (Définition 2.3) :

o= Trpllrv = 1€ — € (Ty )| v

Puisque ¢*p = N(0,1) et £*(T}F ) = N(£(h), 1), 'inégalité devient d’aprés le calcul explicite de 'Exemple 4 :

[£(h)]

= Tyl = IN(0.1) = e, Dl =2 (20 (F51) 1)

ou P est la fonction de répartition de N(0,1). Comme ¢(h) > n et que @ est strictement croissante :

. n
I = Tilley =2 (20 () —1).
En faisant tendre n — oo, comme lim,,_,, ®(n/2) = 1, on obtient :

| =Ty pllry = 2.

D’apreés le Corollaire 2.1, les mesures p et T i1 sont mutuellement étrangéres. Par contraposée, si T} v est absolument
continue par rapport & j, alors nécessairement h € H,,. O

Remarque 10 (Interprétation géométrique et portée pour les EDPS). Ce résultat fondamental illustre la rigidité
géométrique des probabilités en dimension infinie : pour une direction de translation h € B, il n’existe aucun régime
intermédiaire entre l’équivalence et la singularité totale.

— Translations admissibles (h € H,) : Les éléments de Uespace de Cameron-Martin possédent une forte
régularité (typiquement une dérivée dans L?, comme dans 'espace H} pour le mouvement brownien). Le
décalage h est d’énergie finie et reste donc indiscernable des fluctuations statistiques du bruit de fond. En
théorie des EDPS, cette propriété est au ceeur du théoréme de Girsanov : elle garantit qu’un terme de force ou
de dérive (drift) peut étre absorbé par un changement de probabilité équivalente dés lors que ses réalisations
appartiennent presque sdrement a l’espace de Cameron-Martin.

— Directions singuliéres (h ¢ H,) : Dés que la direction h n’appartient pas & cet espace hilbertien privilégié,
la mesure translatée devient immédiatement étrangére o la mesure originelle (|| — Ty pllrv = 2). Il existe
alors un ensemble borélien de mesure pleine pour p dont la probabilité s’annule identiquement sous la mesure
translatée, rendant tout changement de mesure absolument continu impossible.

Proposition 2.20. L’espace de Cameron-Martin H, C B s’exprime comme l’intersection :
H, = ﬂ {V C B sous-espace vectoriel mesurable : (V) = 1}.

De plus, dés que dimH,, = oo, on a u(H,) =0.

Démonstration. Etape 1 : Inclusion H,, C ({V C B:V s.e.v. mesurable, u(V) = 1}.

Soit V' C B un sous-espace vectoriel mesurable vérifiant u(V) =1, et soit h € H,,.

Puisque —h € H,, le théoréme de Cameron-Martin garantit que la mesure translatée 17, u est absolument
continue par rapport a p (T, < p). Comme p(V) = 1, son complémentaire vérifie ;1(V°) = 0. Par continuité
absolue, ce complémentaire est également négligeable sous la mesure translatée, soit (77, 1)(V°) = 0, ce qui impose :

(T2 (V) = 1= (TZp) (V) = 1.

Par ailleurs, par définition de la mesure image, (T, 1)(V) = u(T—}(V)). Or, la pré-image de V par la translation
T p:x+— x— hsécrit :

T V)={zxeB:a—hecV}=V+h
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On a donc bien 'identité :
p(V+h) = (T2p)(V) = 1.

L’intersection de deux ensembles de mesure pleine étant de mesure pleine, il vient :
p(VN(V+h)=1>0.

En particulier, cet ensemble est non vide : il existe y € V tel que y € V + h, ce qui signifie que y = v 4+ h pour un
certain v € V. La stabilité par combinaison linéaire de V' assure alors :

h=y—veV.

Le vecteur h appartient donc & tout sous-espace vectoriel mesurable de mesure 1, ce qui établit I'inclusion H,, C
({V € B:V s.e.v. mesurable, u(V) = 1}.

Etape 2 : Inclusion réciproque (\{V C B:V s.e.v. mesurable, u(V) =1} C H,.

Montrons l'inclusion réciproque par contraposée. Soit x € B\ H,,.

D’aprés la caractérisation duale de Pespace de Cameron-Martin (Proposition 2.16), on a ||z|/, = |z|, = oo.
Par définition du supremum, il existe pour chaque entier n > 1 une forme linéaire continue ¢, € B* vérifiant
Cp(ln,ty) <1let:

Ly (z) > n.

Considérons la fonctionnelle mesurable g : B — [0, +00] définie par :

o0
1

E — 2, y € B.
n?2

n=1

Chaque forme /¢, étant continue, g est borélienne. En intégrant sous la mesure u, le théoréme de Fubini-Tonelli
permet d’intervertir 'intégrale et la sommation :

1 > 1 — 1
/B q(y) u(dy) ;:1 o /B n(y)” p(dy) n§:1f —3Cu(ln, ln) —;nz g =%

L’intégrale étant finie, le sous-ensemble :

V={yeB|q(y) <o}

est de mesure pleine, soit u(V) = 1. De plus, la sous-additivité de la norme ¢? sur les suites réelles assure que V est
stable par combinaison linéaire : ¢’est donc un sous-espace vectoriel de B.
Or, pour le point z, la minoration des formes ¢, (x) donne :

D=2 @2 ) St =) 1=

On en déduit que x ¢ V. Le point x n’appartenant pas a ce sous-espace vectoriel mesurable de mesure 1, il
n’appartient pas a leur intersection commune, ce qui conclut la caractérisation par double inclusion.

Etape 3 : Nullité de la mesure en dimension infinie (u(#,) = 0).

Supposons que dim H,, = co. L’espace de Hilbert R, étant séparable et de dimension infinie, il admet un systéme
orthonormal (ey,)n>1.

D’aprés la Proposition 2.17, chaque élément e,, admet un représentant borélien é,, linéaire sur un sous-espace
vectoriel de mesure pleine. Sur Uintersection dénombrable de ces sous-espaces (qui est encore de mesure 1), les
variables aléatoires (é,),>1 sont indépendantes et de loi N'(0,1) car orthogonales dans R,,.

1. Divergence presque stre du supremum des coordonnées :
Pour tout entier M > 1, notons I'événement Ay = {x € B : sup,>; [én(x)] < M} = ()2 {x : [én(x)] < M}.
Par indépendance des variables gaussiennes centrées réduites (é,)n>1, on a pour tout entier N > 1 :

N N
Iz (ﬂ{lén SM}) = [ wtlen] < M) = (20(01) - 1)
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Puisque 2®(M) —1 < 1, la continuité décroissante de la mesure le long de cette suite d’événements emboités lorsque
N — oo donne :
p(Ap) = lim (20(M) — 1) = 0.
N— 00
L’ensemble des points pour lesquels la suite des coordonnées (é,(z)),>1 est bornée s’écrit comme la réunion dé-
nombrable |J;_, Anr. Par sous-additivité dénombrable de p :

" <21;11)|én| < +oo) =u ( U AM) < Z pu(Anr) = 0.

M=1 =1

Le complémentaire est donc de mesure pleine :

sup |é,(z)| = 400 p-presque siirement.
n>1

2. Magjoration uniforme par la norme de Cameron-Martin : D’aprés la caractérisation duale (Proposition 2.16), par
symétrie de la boule unité de covariance, toute forme ¢ € B* vérifiant ||€]|2(5,,) < 1 satisfait immédiatement :

[b(@)| < ]|y, Vo eB.

Soit n > 1. Puisque |le,||r2(5,,) = 1, il existe par densité de B* dans R, une suite de formes (£, r)r>1 C B*
satisfaisant ||€nkH 12 < 1 et convergeant p-presque partout vers é, quand k — co.

Pour tout k > 1, I'inégalité |, (z)| < ||z[|, a lieu partout sur B. En passant & la limite simple £ — oo, I'inégalité
large est préservée sur le domaine de convergence :

lén(x)| < |||, p-presque stirement.

Par intersection dénombrable d’ensembles de mesure 1, cette majoration est vérifiée simultanément pour tout n > 1
en dehors d'un ensemble négligeable :

sup |én(x)| < |||, p-presque strement.
n>1

3. Conclusion :
En combinant les deux points précédents, on obtient immeédiatement :

+oo =sup |é,(x)| < ||z||, p-presque strement.
n>1

On a donc ||z||, = +o00 p-presque partout. Comme 7, est un borélien d’aprés le Corollaire 2.6 et qu’il est inclus
dans l'ensemble négligeable {z € B : ||z|, < oo}, la mesure p(#,) est bien définie et vérifie rigoureusement
n(Hyu) = 0. O

Remarque 11. Ce résultat illustre le passage de l’analyse fonctionnelle & la théorie des probabilités. L’espace R,
étant ladhérence de B* dans L?(B, 1), les formes linéaires déterministes £ € B* s’interprétent comme des variables
aléatoires gaussiennes dont la variance vaut C,, (¢, ().

Sur le plan géométrique, l’espace de Cameron-Martin H, ne contient que des éléments possédant une régularité
élevée. En revanche, les trajectoires aléatoires typiques générées par la mesure p sont intrinséquement rugueuses et
non dérivables. Le fait que u(H,) = 0 traduit le fait que ces oscillations trajectorielles infinies font systématiquement
exploser la norme ||z||,,.

Images des mesures Gaussiennes

Cette section étudie 'action d’applications mesurables et d’opérateurs linéaires sur les mesures gaussiennes, ainsi
que leurs mesures images.

Ce point est fondamental pour ’étude des équations aux dérivées partielles stochastiques (EDPS). En effet, nous
venons d’établir que la mesure est concentrée hors de son espace de Cameron-Martin (u(#,) = 0) : un opérateur
déterministe A défini sur 'espace régulier H,, ne peut donc pas étre appliqué directement aux trajectoires rugueuses
du bruit, qui vivent dans B\ #,,. L’objectif est de montrer que 'on peut prolonger de fagon mesurable ces opérateurs
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a un sous-espace de mesure pleine de 5, condition préalable & la construction du mouvement brownien cylindrique
et de 'intégration stochastique au chapitre suivant.

En dimension infinie, 'existence d’un tel prolongement et la régularité de la mesure image dépendent étroitement
de la compacité de I'opérateur considéré. Pour mener a bien cette construction, il convient d’introduire au préalable
la classe des opérateurs de Hilbert-Schmidt.

Définition 2.12. Soient H1 et Ho deux espaces de Hilbert séparables. Un opérateur linéaire borné T: Hi — Ho
est dit de Hilbert-Schmidt si pour une base hilbertienne (en)n>1 de Hi, la quantité suivante est finie :

oo
ITlhs = I Tenll3, < oo

n=1

Cette quantité est indépendante du choiz de la base hilbertienne (en)n>1. L’ensemble de ces opérateurs, noté
Lo(H1,H2), est un espace de Hilbert muni du produit scalaire (T, S)us =Y ooy (Ten, Sep)n, (admis).

Remarque 12. Cette caractérisation est fondamentale car elle fait le pont avec la notion d’opérateur a trace. En
effet, un opérateur linéaire borné T € L(H1,Hz) est de Hilbert-Schmidt si et seulement si l'opérateur auto-adjoint
positif associé TT*: Ho — Ho (ou T*T: Hi — H1) est un opérateur a trace. On a alors Uidentité sur les normes :

ITIs = te(TT") = tx(T°T).

Théoréme 2.5. Soit i une mesure de probabilité gaussienne centrée sur un espace de Banach séparable B, et notons
H,, son espace de Cameron-Martin associé. Soit H un espace de Hilbert séparable et A: H, — H un opérateur de
Hilbert-Schmidt.

Alors, il existe un sous-espace vectoriel mesurable V' vérifiant H,, C V' C B avec u(V) = 1, et une application
mesurable A: B — H dont la restriction a V est linéaire et prolonge A (c’est-a-dire Ah = Ah pour tout h € ).
De plus, la mesure image v = /Al*,u est une mesure gaussienne centrée sur H dont la forme de covariance est donnée
pour tous h,k € H par :

Cy(h, k) = (A*h, A%k),, = (AA"h, k)y.

Démonstration. Soit (e,)n>1 une base orthonormée de I’espace hilbertien ,. Pour chaque n > 1, posons e} =
W, (e,) € R, C L*(B, i) son image par I'isomorphisme isométrique de Cameron-Martin (Proposition 2.14).

D’aprés la Proposition 2.17 et sa preuve, il existe pour chaque n > 1 une suite de formes linéaires continues
(bn.k)k>1 C B* convergeant vers e}, dans L?(B, i), un sous-espace vectoriel mesurable de mesure pleine V., C B,
et une forme linéaire é,,: V., — R définie par la limite simple é,(z) = limy_o &y, (), vérifiant é,, = e, p-presque
partout.

Posons Vo = (,,>1 Ve,.- En tant qu’intersection dénombrable de sous-espaces vectoriels boréliens de mesure 1,
Vo est un sous-espace vectoriel borélien vérifiant p(Vy) = 1. Pour tout = € Vj et tout N > 1, on peut alors définir
ponctuellement la somme partielle :

N
Sn(z) = Zén(x)Aen.
n=1
Définissons ’ensemble V' C V; par :
V ={z € Vy | la suite (Sn(z))n>1 converge dans H}.
L’espace H étant complet, la convergence d’une suite équivaut au critére de Cauchy :

V:ﬁ G N {xevo

p=1M=1N,M'>M

1S () — Sare (@)l < ;}

Chaque application = — ||Sn(z) — Sa ()| étant borélienne sur Vp, V' est un borélien de B. De plus, la linéarité
de chaque forme é,, sur V; et la linéarité des limites dans H assurent que V' est un sous-espace vectoriel de B.

Etape 1 : Inclusion de ’espace de Cameron-Martin (H, CV).
Soit h € H,,. Pour tout n > 1 et tout k > 1, la propriété reproduisante (Corollaire 2.5) donne I'égalité :

lng(h) = (Wu(h), bn k) L2(B,p)-
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Comme ¢, , — e} = U, (e,) dans L?(B, i), la continuité du produit scalaire et I'isométrie ¥, (Proposition 2.14)
donnent :

klggo U (h) = (Wpu(h), Wylen)) 2,0 = (hyen)pu-

Cette limite existant dans R, on en déduit que h € V. pour tout n > 1 (donc h € V}), et que I'évaluation satisfait
rigoureusement :
én(h) = (h,en)p.

Dés lors, comme (e, ),>1 est une base hilbertienne de #,,, la somme partielle s’écrit Sy (h) = Zf:[:l(m en)ple, =
A( 27]?7:1(}% en)pen). Tout opérateur de Hilbert-Schmidt étant borné (|| Al|z < [|Alus), la continuité de A implique :

N—o00

lim Sy(h)=A <Z<h,en>uen> = Ah dans H.

n=1
La suite (Sn(h))n>1 convergeant dans 7, on conclut que h € V, et donc que H,, C V.

Etape 2 : Définition de P’application A.
On définit application A: B — H par :

A my o0 SN(LZJ) siz eV,
0 six ¢ V.

En tant que limite simple sur le borélien V' d’applications mesurables Sy a valeurs dans l'espace polonais H,
Papplication A est Z(B)-mesurable. Sa restriction & V est linéaire par passage a la limite de sommes linéaires, et
sa restriction & H, vérifie Ah = Ah pour tout h € H,,.

Etape 3 : Mesure pleine du domaine (u(V) = 1).
D’aprés la Proposition 2.18, chaque variable aléatoire e}, = ¥, (e,) suit une loi normale N(0, [le,[|2) = N(0,1)
sous p. De plus, la covariance croisée entre deux coordonnées vérifie :

E#[ezern] = <6n,€m># = 6n,m~

La famille (e}),>1 vivant dans l’espace fermé R, les coordonnées gaussiennes sont mutuellement indépendantes.
Comme é, = e} p-p.s. (Proposition 2.17), (é,)n>1 est une suite de variables indépendantes et identiquement
distribuées selon A/(0,1).

La suite des sommes partielles (Sy)n>1 est donc une martingale & valeurs dans l'espace de Hilbert #H, adaptée a
la filtration naturelle engendrée par les (é,),>1. Par orthogonalité des accroissements (é,Aey, )n>1 dans L?(B, u; H)
et indépendance, on a pour tout N > 1 :

N N
Ey [1Sv13] = D Ew [€7] 1 enllfe = D Il Aenl,-
n=1 n=1

L’opérateur A étant de Hilbert-Schmidt (Définition 2.12), cette somme converge vers ||A||%g < oo lorsque N — oo.
La suite (Sy)n>1 est par conséquent une martingale bornée dans L?(B, u; H). D’aprés le théoréme de convergence
des martingales dans un espace de Hilbert, la suite (Sy(z))n>1 converge dans H pour u-presque tout x € B, ce qui
garantit u(V) = 1.

Etape 4 : Caractérisation de la mesure image V= A* e
Pour déterminer la loi de la mesure image v = A*u sur l'espace de Hilbert H, calculons sa transformée de
Fourier. En identifiant H & son dual topologique, la définition de la mesure image donne pour tout h € H :

p(h) = /H expli(h, v)) v(dv) = /B exp(i (h, A(2))3) p(d).

Pour tout z € V, par continuité du produit scalaire dans H et par définition de l'opérateur adjoint hilbertien
A*:H—H,, ona:

) N N
(h, A(x))y = lim én(x){h, Ae,)y = lim én(z)(A R, en) .

N—oc0 N—o00
n=1 n=1
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Pour chaque entier N > 1, la variable réelle fy(z) = 25:1 én(z)(A*h,ey), est une combinaison linéaire finie de

gaussiennes réelles indépendantes centrées et réduites : elle suit donc une loi normale centrée sur R, de variance :

N
ox =Eulf¥] =D (A"h,en)r.

n=1

Sa transformée de Fourier vaut donc E,,[exp(i fy)] = exp(—30%). Comme fn(z) — (h, A(z))4, pour p-presque tout
x € Bet que |exp(ifn(z))] < 1€ LY(B,u), le théoréme de convergence dominée de Lebesgue permet d’intervertir
la limite et l'intégrale :

1
v(h) = lim [ exp(ify(z))p(dr) = lim exp (—012\,) .
N—oo I N—o0 2
Par 'identité de Parseval dans 'espace de Hilbert H, sur la base orthonormée (ey),>1, la suite des variances

converge vers :
e}

: 2 * 2 * 2 * * _ *
Jim o}, = ;m hyen)s = || A*h||% = (A*h, A*h), = (AA"h, h)y.

Il s’ensuit que pour tout vecteur test h € H :
~ 1 * *
v(h) = exp (—2<A h, A h>u> .

D’aprés la Proposition 2.6, la mesure image v est une mesure gaussienne centrée sur 4, dont la forme de covariance
s’obtient pour tous h, k € H par polarisation de la forme quadratique :

C,(h, k) = (A*h, A*k),, = (AA™h, k).
0

Ce théoréme est la clé pour donner un sens au mouvement brownien cylindrique et a 'intégration stochastique.
En effet, 'opérateur déterministe A (comme le résolvant du Laplacien) n’est défini que sur l'espace de fonctions
lisses H,,. Or, le bruit vit dans I'espace global B, beaucoup plus grand et rugueux. On prouve donc qu’on peut
prolonger proprement A en un opérateur A capable d’agir sur le bruit de fond rugueux.

Proposition 2.21. Soient By et By deux espaces de Banach séparables et soit pn une mesure gaussienne centrée sur
Bi d’espace de Cameron-Martin H,,. Soit A: H, — By un opérateur linéaire borné.

S’il existe une mesure gaussienne centrée v sur Bo dont l'opérateur de covariance vérifie pour toutes formes
linéaires £, 0 € B3 :

Cu(L,l)) = (AL, A™),,
ou A*: By — H,, désigne lopérateur adjoint défini par (A*L, h),, = £(AR) pour tout h € H,,, alors il existe :
1. un sous-espace vectoriel mesurable V- C By vérifiant H, CV et (V) =1;

2. une application mesurable A: By — By dont la restriction oV est linéaire et prolonge A (soit Ah = Ah pour
tout h € H,);

telle que la mesure image vérifie v = fl*,u.

Démonstration. La démarche repose sur la construction d’un plongement hilbertien continu et injectif de Bs, per-
mettant de ramener I'opérateur A au cadre de Hilbert-Schmidt traité par le Théoréme 2.5.

Etape 1 : Construction du plongement hilbertien injectif.

L’espace de Banach Bs étant séparable, la boule unité fermée de son dual topologique B3 est métrisable et com-
pacte pour la topologie faible-* (théoréme de Banach-Alaoglu), donc séparable. Il existe donc une suite dénombrable
(9% )k>1 C B3 normalisée (||g;|ls; = 1) qui sépare les points de By :

Vy € By, (95(y) =0,Vk>1) = y=0.

Par le théoréme de Fernique (Théoréme 2.3), le moment d’ordre deux de la mesure gaussienne v est fini :

A@=Anmawm<m.
2

37



Définissons sur By la forme quadratique suivante :

2 > 9;@)2
Il = 3 et Py < B

Puisque |g;;(y)| < ll9ills; [1vll5. = [|yll5,, on a la majoration uniforme :

oo

1
2 < |yl — = < ylA < 0.
Il < i, 3 553y < o, <o

De plus, si ||y||2 = 0, la positivité de chaque terme impose g;(y) = 0 pour tout k£ > 1, d’ott y = 0 par séparation
des points. L’application || - |2 définit donc une norme pré-hilbertienne continue sur Bs.

Notons Hs le complété hilbertien de By pour cette norme, et ¢: By < Ho l'injection canonique continue associée.
Par construction, ¢ est linéaire continue, injective et & image dense. L’espace By étant séparable, Ho est un espace
de Hilbert séparable.

Etape 2 : Caractére Hilbert-Schmidt de I’opérateur composé.
Considérons l'opérateur linéaire A’ = 10 A: H,, — Ha. Soit (én)n>1 une base hilbertienne orthonormée de
I'espace de Cameron-Martin #,,. Par définition de la norme de Hilbert-Schmidt et de la norme sur Hs :

oo SSERe " 9
(s = 3 A3, = S 3 ilden)”
n=1 : n=1k=1 2 (1 + Mz)

Tous les termes étant positifs, le théoréme de Fubini-Tonelli autorise 'interversion des sommations :

o0

1 oo
n2 * 2
1A lfs = kZ:l P+ M) nz::lgk(Aen) )

Pour tout k > 1, la définition de I'opérateur adjoint A* donne gj(Ae,) = (A*g}, en) . L'identité de Parseval dans
I'espace de Hilbert H,, fournit alors :

o0

> gi(Aen)” = (A%gi en)r = | A gLl = (A"gk, A"97) e

n=1

Par hypothése sur la covariance de v, cette quantité coincide avec la variance de gj sous v :

g/m%wmzm.
B2

MwwﬂM%mzéﬁ@%wmwﬂ

En réinjectant cette estimation dans la sommation double :

o0

=1
! —
A I7s < kz_: 1+M2 §Z7 1 < .

L’opérateur A": H,, — Hs est donc un opérateur de Hilbert-Schmidt entre espaces de Hilbert séparables.

Etape 3 : Application du Théoréme 2.5 dans Ho.
D’aprés le Théoréme 2.5, il existe un sous-espace vectoriel mesurable Vi C By vérifiant H,, C Vi et u(Vi) =1,

ainsi qu’une application mesurable A’: By — Hs linéaire sur V; telle que :
A'h = A'h = u(Ah), YheH,,

et dont la mesure image v/ = (A’ )*1 est la mesure gaussienne sur Hy de transformée de Fourier donnée pour tout
u € Ho par :

o —

() ut) = exo (=l ul )

Considérons parallelement la mesure image (*v sur Ho. Pour tout vecteur u € Hs, sa transformée de Fourier
s’exprime par :

mwzkwmwmm(xmzémmmwmmww
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L’application y — (u, t(y))x, définit une forme linéaire continue sur By, notée ¢, € B (autrement dit £, = t*u).
Comme v est une mesure gaussienne centrée sur B, la variable ¢, (y) suit une loi normale centrée de variance
Cy(Ly,y,). Par ailleurs, pour tout vecteur h € H,, la définition des opérateurs adjoints donne :

<A*€u’h>ﬂ = Eu(Ah) = <U7L(Ah)>7'[2 = <U,A/h>y2 = <(Al)*u7h>ﬂ7
ce qui impose A*(,, = (A")*u dans H,,. Par conséquent, I’hypothése sur la covariance de v fournit :

Cy(lu, €u) = A7 = [I(A) ]l
Il s’ensuit que pour tout u € Ha, (A')*u(u) = exp(—3[(A)*ul2) = cv(u). Par injectivité de la transformée de
Fourier sur l'espace de Hilbert séparable Ha (Proposition 2.7), on en déduit 1’égalité des mesures images sur Hs :

(A= 1"v.

Etape 4 : Retour dans ’espace de Banach B, et régularité borélienne.

Puisque Bs et Ho sont des espaces polonais et que 'application linéaire ¢: By — Ho est continue et injec-
tive, le théoréme de Lusin-Souslin assure que I'image ¢(Bs3) est un borélien de Hs, et que Papplication réciproque
171 1(By) — By est borélienne.

Par ailleurs, comme v(Bs2) = 1, la définition de la mesure image et U'injectivité de ¢ donnent :

I ((A')*I(L(Bz))) = ((A)" 1) («(B2)) = (") ((B2)) = v (v ((Ba))) = v(Ba) =
Définissons alors le sous-ensemble :
V = Vin (A" (u(B)) = {z eVi ‘ Aw) e L(BQ)} .

Vérifions les propriétés de V' :
— Mesurabilité et mesure pleine : En tant qu’intersection de deux boréliens de p-mesure 1, V € Z(B;) et
vérifie p(V') = 1.
— Structure d’espace vectorlel t(Bs) est un sous-espace vectoriel de Hs. La restriction de A a V; étant
linéaire, 'image réciproque (A’)~!(¢(Bz2)) N Vi est un sous-espace vectoriel de Bj.
— Inclusion de H,, : Pour tout h € H,, C Vi, on a A’(h) = t(Ah) € 1(B). On en déduit que h € V, d’on
H,CV.

Etape 5 : Définition et vérification de I’application A.
On définit Vapplication A: By — By par :

i) — (A (2) s% eV,
0 siz g V.
L’application ¢~ ¢t(B2) — Bsy et 'opérateur A’ étant mesurables, A est une application mesurable de B, dans Bs.

Sur le sous-espace V, A est linéaire comme composition des applications linéaires A’ et 171 De plus, pour tout
vecteur h € H,, on a :
Ah =17 (A'h) = .71 (L(AR)) = Ah,
ce qui confirme que A prolonge fidélement 'opérateur A sur H,,.

Enfin, vérifions la loi de la mesure image A*u. Pour tout borélien E € %(By), lensemble +(E) est borélien dans
Ho d’apres le théoréme de Lusin-Souslin. La pré-image s’exprime presque siirement par :

AYE)NV = (A) Y u(E)NV.
Comme (V) =1, il vient :
(A")(B) = p(A7H(E)) = n((A) 71 UE))) = ((A)" 1) (((E)).
Puisque (A')*11 = /*v et que ¢ est injective (.7 (u(E)) = E), on conclut :

(A*p)(B) = (V) («(B)) = v («(E))) = v(E),

ce qui établit I'identite A* © = v et achéve la démonstration. O
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Théoréme 2.6 (Unicité du prolongement mesurable, voir Hairer [7, Théoréme 3.73|). Soient By et Ba deuz espaces
de Banach séparables, p une mesure gaussienne centrée sur B1 d’espace de Cameron-Martin H,,, et soit A: H,, — Bo
un opérateur linéaire borné vérifiant les hypotheses de la proposition 2.21.

Alors, le prolongement linéaire et mesurable A: By — By de A est unique & modification p-presque sire pres :
si Ay et Ay sont deux prolongements mesurables satisfaisant les conclusions de la proposition 2.21, on a

/11 = 1212 p-presque sirement.

Démonstration. La démonstration s’articule en cing étapes : identification du sous-espace de linéarité commun,
appartenance des projections scalaires a ’espace hilbertien R, identification rigoureuse du représentant de Riesz
via la formule de Cameron-Martin, annulation scalaire presque stire, puis conclusion par séparabilité du dual.

Etape 1 : Linéarité de la différence sur un sous-espace de mesure pleine.

Soient Ay, Ay: By — By deux prolongements mesurables de A satisfaisant les conclusions de la proposition 2.21.
Par définition, il existe pour chaque i € {1,2} un sous-espace vectoriel mesurable V; € Z(B;) vérifiant u(V;) = 1,
H, CVj, tel que la restriction /All|v soit linéaire et A;h = Ah pour tout h € H,,.

Posons V' = V; N V5. En tant qu’intersection finie de sous-espaces vectoriels boréliens de mesure 1, V' est un
sous-espace vectoriel mesurable vérifiant (V) = 1 et H,, C V. Définissons l’application différence A: By — By par :

Par linéarité de Ay et Ay sur V, Iapplication A est linéaire sur V. De plus, comme A; et A, coincident avec A sur
I'espace de Cameron-Martin, sa restriction a H,, est identiquement nulle :

Ah = Agh — Ajh = Ah — Ah =0, YheH,.

Etape 2 : Appartenance des projections scalaires a I’espace Ry

Soit ¢ € B5 une forme linéaire continue fixée. Rappelons que I'espace hilbertien gaussien associé est défini par
——L?(By,
R, =B~ O,
Pour chaque i € {1,2}, la projection £ o A; s’obtient par construction comme la limite dans L?(By,u) de
combinaisons linéaires des variables coordonnées é,, € R,, (Proposition 2.17). L’espace hilbertien gaussien R,, étant

fermé dans L?(Bi, j1), cette limite appartient nécessairement a R, On a donc £ o A, € Ruetlo Ay € Ry
Par stabilité de R, par combinaison linéaire, la variable aléatoire réelle X : V' — R définie par :

X(z) = 6(Az) = (€0 Ay)(z) — (Lo Ay) (),

appartient & I'espace de Hilbert R,. En particulier, X est une variable aléatoire gaussienne centrée de carré intégrable
sous u (E,[X] =0).

Etape 3 : Identification du représentant de Riesz hy € H,, via Cameron-Martin.
L’application ¥, : H,, — R, étant un isomorphisme isométrique d’espaces de Hilbert (Proposition 2.14), il existe
un unique vecteur hx € H, tel que ¥,(hx) = X. L’isométrie assure en outre que :

E,[(6(A2))?] = IX1[72(5, 4 = Ihx]l-

Pour déterminer hx, exploitons I’action des translations sur le sous-espace de linéarité V. Soit k € H,, C V et soit
t € R. Pour tout « € V, la linéarité de A sur V entraine par composition avec ¢ :

X(x+thk) = X(z) +tX (k).
Puisque p(V) =1 et que X est centrée sous p (E,[X] = 0), intégration par rapport a p donne :
E,[X(z +tk)] =E,[X ()] + tX (k) = tX (k).

D’autre part, d’aprés le théoréme de Cameron-Martin (Théoréme 2.4), la mesure translatée T}, i admet pour densité
de Radon-Nikodym par rapport & p la fonctionnelle :

d(TtZN)

) () — exp (10,01 0) ~ G812
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Cette espérance s’exprime donc également sous la forme :
2
B, X (o th)] = [ X()oxw (19,00 - SIHE) wido)
1

Dérivons cette relation par rapport au paramétre réel ¢t en ¢t = 0. Pour tout ¢ € [—1, 1], la dérivée de l'intégrande
par rapport a t est majorée en valeur absolue par :

X (@)] (| (B) ()] + 1EI[7) exp (12, (k) (2)]).

Comme X € L?*(By,p) et que la variable (|W, (k)| + [|k]|%) exp(|®,(k)|) est de carré intégrable sous la mesure
gaussienne p par intégrabilité exponentielle (Théoréme 2.3), I'inégalité de Cauchy-Schwarz garantit que cette borne
supérieure appartient a L'(By, u). Le théoréme de dérivation sous le signe intégral de Lebesgue s’applique donc et
donne :

4 BX @] = [ X)) @) pldr) = (X, 225, 0
t=0 B

En confrontant les deux expressions de la dérivée en ¢t = 0, on obtient pour tout k € H,, :
X(k) = (X, \Pu(k»Lz(Bl,u)'
Puisque ¥,,: H,, — R, est une isométrie et que X = ¥, (hx), le produit scalaire L? se réécrit dans H, :
X(k) = (Wulhx), Vu(k)) L2, 0y = (hx, k), Vh € Hy.
Etape 4 : Annulation scalaire presque sire.
D’aprés I'étape 1, I'application A s’annule identiquement sur 'espace de Cameron-Martin H,,. Par conséquent,

pour tout k € H,, :
X (k) =4(Ak) =£(0) =0.

L’identité établie a I'étape 3 impose donc :
(hx,k), =0, VkeH,.
En choisissant en particulier le vecteur test k = hx € H,, la définie-positivité du produit scalaire entraine :
x| = (hx,hx), =0 = hx =0.
L’isométrie de ¥, implique alors que la variance de X est nulle :
E,[(¢((A2))*] = [[hx]l}, = 0.

Une variable aléatoire centrée de variance nulle étant presque stirement nulle, nous en déduisons que pour toute
forme linéaire continue ¢ € B3 :
¢(Az) =0 p-presque sirement.

Etape 5 : Séparabilité de B; et conclusion.
L’espace de Banach B; étant séparable, son dual topologique B35 admet une famille dénombrable (gf)r>1 C B3
qui sépare les points de Bs :
Vy e By, (Vk>1,g5(y)=0) = y=0.

D’aprés I’étape 4, il existe pour chaque k£ > 1 un borélien négligeable Ny, € #(B;) avec u(Ng) = 0 tel que :
gr(Ax) =0, VYaeV\ N
Posons N = [ J;- | Nj,. Par sous-additivité dénombrable, p(N) = 0. Pour tout point z € V'\ N, on a simultanément :
gi(Az) =0, VEk>1.
La famille (g;)r>1 séparant les points de Bs, il s’ensuit que :
A(x)=0, VzxeV\N.
Comme p(V\N)=pu(V)—pu(N)=1-0=1, on conclut que
Ay(z) = Ay(z)  p-presque stirement,
ce qui achéve la démonstration de I'unicité essentielle du prolongement. O

En pratique, cela garantit que peu importe la base ou la méthode choisie pour programmer le bruit sur ordinateur,
la simulation donnera exactement le méme résultat. Le modéle est donc parfaitement stable et unique.
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3 Modélisation du Bruit en Dimension Infinie

Ce chapitre a pour objectif de construire ’analogue spatio-temporel du mouvement brownien ainsi que l'intégrale
stochastique associée. Avant d’aborder ces constructions, explicitons I'obstacle théorique qui motive 'approche
adoptée.

L’obstacle de la trace infinie. Pour modéliser des fluctuations spatialement indépendantes sur un espace de
Hilbert H, le candidat naturel est un champ gaussien dont 'opérateur de covariance spatiale est 'identité Idy. La
transformée de Fourier associée s’écrirait alors :

R 1
A(h) = exp (—2hlli> . Vhed.

Or, nous avons établi a la Proposition 2.10 qu'une mesure gaussienne sur un espace de Hilbert séparable H n’existe
que si son opérateur de covariance est a trace finie. Comme dim H = oo, la trace de 'identité y diverge grossiérement
(tr(Idy) = +00) : il n’existe donc aucune mesure de probabilité gaussienne sur A possédant une telle covariance.

Principe de la démarche. Pour contourner cette impossibilité, I'idée centrale consiste a ne pas chercher & définir le
bruit directement dans #H, mais dans un espace de Hilbert plus grand H’. En choisissant un plongement ¢: H — H’
de type Hilbert-Schmidt (Définition 2.12), Popérateur de covariance induit dans H' devient & trace finie, ce qui rend
I’objet mathématiquement bien défini.

Dans ce chapitre, nous allons :

1. construire explicitement cet espace élargi H' et définir le mouvement brownien cylindrique ;

2. étendre l'intégrale d’Itd aux processus a valeurs opérateurs grace a l’'isométrie d’It6 en dimension infinie.

3.1 Le Mouvement Brownien Cylindrique

Cette sous-section est dédiée a la construction du mouvement brownien en dimension infinie. Nous introduisons
lespace de Hilbert élargi H’, puis définissons le mouvement brownien cylindrique par sa structure de covariance
avant d’établir son existence et son unicité en loi via sa décomposition spectrale.

Cadre fonctionnel et espace élargi H’

Soit (H, (-, )% ) un espace de Hilbert réel séparable. Comme établi au chapitre précédent, aucune mesure gaus-
sienne d’opérateur de covariance Idy ne peut exister sur H dés lors que dim H = oo, car la trace de 'identité y est
infinie. Pour surmonter cette obstruction, on plonge H dans un espace de Hilbert auxiliaire plus vaste.

Soit H' un espace de Hilbert séparable tel qu’il existe une injection linéaire continue a image dense ¢: H — H’
appartenant a la classe de Hilbert-Schmidt (¢« € Lo(H, H')).

Exemple 5 (Construction explicite par régularisation spectrale). Soit (ey,)n>1 une base hilbertienne orthonormée
de H. On définit H' comme le complété de H pour la norme a poids :

o0

1
el = 3" o el

n=1

Le produit scalaire associé est donné par (z,y) = Y vy 5 (2, €n) % (Y, €n)n. Une base orthonormée de H' est alors
fournie par la famille normalisée €, = ne,.

L’opérateur adjoint 1*: H' — H vérifie par dualité pour tout x € H :

. _ 1 1
(e = e = b = (56

d’on 1€, = %en. L’opérateur auto-adjoint positif associé w*: H' — H' est o trace finie sur H’', sa trace valant :

= > =1 2
oy (1) = Y (' en En)ar = D Wenllfy =Y — == < oo
n=1 n=1 n=1 n

En particulier, si H = L*(0,7) et que (€,)n>1 désigne la base des fonctions propres du Laplacien avec conditions
de Dirichlet, H' s’identifie a l’espace de Sobolev a indice négatif H=1(0, ).

42



Définition intrinséque du mouvement brownien cylindrique

Avant de poser la définition du processus, précisons le lien entre la structure gaussienne d’un processus vectoriel
et celle de sa mesure de trajectoires.

Définition 3.1 (Processus gaussien et équivalence). Soit X = (X (t)).e[o,1) un processus stochastique a trajectoires
continues, & valeurs dans un espace de Hilbert séparable IC. Le processus X est dit gaussien s’il vérifie l'une des
assertions équivalentes suivantes :

1. Lois finies-dimensionnelles : Pour tout entier k > 1, pour tous t1,...,tx € [0,T] et tous hy,..., hx € K,
le vecteur aléatoire

((X(tl), hidic, .y (X (tk), hk>}<),

est un vecteur gaussien de R,

2. Mesure sur l’espace des trajectoires : La loi de X définit une mesure de probabilité gaussienne sur
Uespace de Banach C([0,T),K) (au sens de la Définition 2.7).

Démonstration. Notons B = C([0,T],K) I'espace de Banach des fonctions continues de [0,7] dans K, muni de la
norme de la convergence uniforme || f{|oc = sup;eo 7 [|f(¢)[/xc- L'intervalle [0, 7] étant compact et K étant séparable,
B est un espace de Banach séparable, garantissant que sa tribu borélienne Z(B) coincide avec la tribu cylindrique.

Rappelons que, par la Définition 2.7, la loi du processus X est une mesure de probabilité gaussienne sur B si et
seulement si, pour toute forme linéaire continue ¢ € B*, la variable aléatoire réelle ¢(X) suit une loi normale sur R.

Sens direct : (2) = (1).

Supposons que la loi de X définisse une mesure gaussienne sur B.

Soient k > 1 un entier, t1,...,t; € [0,7] des instants fixés et hy,...,hy € K des vecteurs arbitraires. Par
deéfinition, le vecteur aléatoire ((X(t1),h1)x, ..., (X (tx), hx)x) est un vecteur gaussien de R* si et seulement si
toute combinaison linéaire scalaire de ses composantes est une variable aléatoire gaussienne réelle.

Soient aq,...,a;r € R des scalaires quelconques. Définissons 'application £: B — R par :

k
of) = Zai<f(ti),hi>)c, Vf e B.

— Linéarité : Elle découle directement de la bilinéarité du produit scalaire (-, -)x.
— Continuité : Pour tout f € B, 'inégalité de Cauchy-Schwarz donne :

k k
()] < Z lail [{f(t:), hi)xc| < Z lail [1F @)l [Pl -

En majorant chaque évaluation ponctuelle par le supremum global || f(¢;)|lx < || f]lco, o1 oObtient :

k
()] < (ZI%MIIK) [1flloo-

i=1

La constante entre parenthéses étant finie et indépendante de f, 'application £ est continue sur B et appartient
donc au dual topologique B*.
Par hypothése, la loi de X étant une mesure gaussienne sur B, la variable ¢(X) = Zle a; (X (t;), hi)xc est une
variable aléatoire gaussienne réelle d’aprés la Définition 2.7. Toute combinaison linéaire de ses composantes étant
normale, le vecteur ((X(t1),h1)k, ..., (X (tx), hi)x) est gaussien dans R¥, ce qui établit assertion (1).

Sens réciproque : (1) = (2).
Supposons que toutes les lois finies-dimensionnelles soient conjointement gaussiennes. Soit /£ € B* une forme
linéaire continue fixée. Il s’agit d’établir que £(X) est une variable aléatoire gaussienne sur R.

Etape 1 : Approzimation uniforme par interpolation nodale.

Pour tout entier n > 1, considérons la subdivision réguliére de l'intervalle [0,T] donnée par les nceuds t; = j %
pour j € {0,...,n}. On associe a cette grille la famille des fonctions continues affines par morceaux (¢>}‘)0§an sur
[0, T) satisfaisant ¢7(t;) = d;,5, avec 0 < @7 (t) < 1et 37 ¢7(t) = 1 pour tout t € [0,77].
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Pour toute trajectoire f € B, définissons son interpolée linéaire f,, € BB par :
Fat) =D e (), Ve (0,T].

L’intervalle [0, 7] étant un compact, le théoréme de Heine garantit que toute fonction continue f € B y est unifor-
mément continue : pour tout € > 0, il existe 6 > 0 tel que [t —s| <§ = || f(t) — f(s)[|x <e.
Dés que le pas de discrétisation vérifie % < 4§, chaque instant ¢ € [t;,t;41] donne :

1£a(t) = FO)llc = |67 (0 (£ (t) = F(1) + 6711 (D) (f (ti+1) = F () [|,c <&
On en déduit la convergence uniforme : lim,,_,« || fn. — f|lcc = 0 pour toute fonction f € B.

Etape 2 : Représentation de laction de ¢ par dualité de Riesz.
Par continuité et linéarité de la forme ¢ € B*, ’évaluation sur la trajectoire approchée vérifie :
n
() = Jim () = Tim 3606 ).

n—o0
j=0

Pour chaque couple d’indices (n, j) fixé, introduisons I'opérateur linéaire L7 : K — R défini pour tout vecteur h € K
par L7 (h) = £(¢} - h), ou (¢} - h)(t) = ¢} (t)h appartient a B. Cette application est continue sur K car :

L5 ()] < €]

95 - hlloo = 11£]

B B ( sup |¢?(t)|> 7]l = (1€l x-

t€[0,T]
L’espace K étant un espace de Hilbert, le théoréme de représentation de Riesz assure I’existence d’un unique vecteur
k} € K tel que L7 (h) = (h,k}})x pour tout h € K. En évaluant en h = f(t;), I'action de la forme linéaire prend la

forme explicite :
n

fa) = SOUF) K k.

Jj=0

Etape 3 : Passage a la limite stochastique.
Puisque le processus X est a trajectoires continues, on a X (w) € B pour presque tout w € . L’approximation
précédente s’applique donc trajectoire par trajectoire :

n

U(X) = nhHH;O Sp  presque strement, avec S, = Z(X(tj), k)i

j=0

Pour chaque entier n > 1, 'hypothése (1) stipule que le vecteur ((X(to), k§)i, .-, (X (tn), k2)x) est un vecteur
gaussien dans R”*!. La somme finie S,,, étant une combinaison linéaire des composantes de ce vecteur gaussien, est
par définition une variable aléatoire réelle gaussienne.

La suite (S,)n>1 converge presque stirement vers £(X), ce qui entraine sa convergence en loi. Chaque variable
Sp étant gaussienne réelle, le Lemme 2.1 assure que la limite £(X) est une variable aléatoire gaussienne réelle.

Cette propriété étant vérifiée pour toute forme linéaire continue ¢ € B*, la loi du processus X est, par la
Définition 2.7, une mesure de probabilité gaussienne sur l’espace de Banach C([0, 7], K). O

Nous disposons & présent du cadre requis pour définir le mouvement brownien cylindrique de maniére intrinséque.

Définition 3.2 (Mouvement brownien cylindrique). Soit (2, F, (Ft)t>0,P) un espace de probabilité filtré satisfaisant
les conditions habituelles. On appelle mouvement brownien cylindrique sur H (& valeurs dans Uespace élargi H')
tout processus stochastique adapté W = (W (t))i>0 & valeurs dans H' vérifiant :

1. W(0) = 0 presque sdirement, et les trajectoires t — W (t) sont presque strement continues dans H' ;

2. pour tous 0 < s < t, laccroissement W (t) — W (s) est indépendant de la tribu Fs et suit une loi gaussienne
centrée sur H' ;

3. pour tous s,t > 0 et tous h,k € H', le processus satisfait la structure de covariance :

E[(W(s), g (W(H), k)awr] = (s AT hy k) = (s A ) ("R k)gr
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En particulier, pour tout t > 0, W (t) est une variable aléatoire gaussienne centrée dans H' d’opérateur de covariance
tut.

Proposition 3.1 (Unicité en loi). La loi de tout mouvement brownien cylindriqgue W sur H est uniquement déter-
minée en tant que mesure de probabilité borélienne sur ’espace de Banach des trajectoires C(|0,T], H').

Démonstration. D’aprés la condition (2) de la Définition 3.2, les accroissements de W sont indépendants et gaussiens
centrés. Par conséquent, pour toute subdivision 0 < t; < -+ <ty < T et tous vecteurs hq,...,h;y € H', le vecteur
aléatoire ((W(t1),h1)9r,-- -, (W (tx), hi)ar) est gaussien dans R¥. D’aprés la Définition 3.1, la loi de W est donc
une mesure gaussienne centrée sur ’espace de Banach séparable B = C([0,T], H').

D’aprés le Corollaire 2.3, une mesure gaussienne centrée sur un espace de Banach séparable est uniquement
caractérisée par son opérateur de covariance sur 5* x B*. Comme établi lors de la preuve de la Définition 3.1, toute
forme ¢ € B* est limite faible-* de combinaisons linéaires finies de formes d’évaluation f — (f(¢), h)3y. La structure
de covariance fixée par la condition (3) de la Définition 3.2 sur ces formes élémentaires détermine donc de maniére
unique 'opérateur de covariance sur B* x B*, assurant 'unicité de la loi de W. O

Existence et représentation spectrale en série

Le théoréme fondamental suivant établit & la fois I’existence du mouvement brownien cylindrique et sa décom-
position canonique en série de Fourier aléatoire.

Théoréme 3.1 (Représentation spectrale et existence). Soit (Q, F, (F¢)i>0,P) un espace probabilisé filtré usuel.
Soit (en)n>1 une base hilbertienne de H et (Byn)n>1 une suite de mouvements browniens réels standards indépendants
et (F;)-adaptés.

1. Pour tout T > 0, la série aléatoire :
= Z Bn(t)(en)
n=1

converge dans L*(;C([0,T],H")). (Par le théoréme d’Ito-Nisio [9], la convergence a également lieu presque
strement).

2. Le processus somme W = (W (t))i>0 définit un mouvement brownien cylindrique sur H (Définition 3.2).

3. Réciproquement, soit W un mouvement brownien cylindrique sur H. Pour tout t > 0, soit ¥, : H,, — L*(Q)
Visomorphisme de Cameron-Martin associé & la mesure p, = Law(W (t)) (Proposition 2.14), avec H,, =

(H 2] Dla0).
Alors, pour toute base hilbertienne (e,)n,>1 de H, les processus définis par ,(t) ==tV ,, (e,) pourt >0
et 3,(0) := 0 sont des mouvements browniens réels standards indépendants, et la série >~ | Bn(t)i(en)

converge vers W (t) dans L*(;C([0,T],H")).

Démonstration. Etape 1 : Convergence de la série par I’inégalité de Doob.

Pour tout entier N > 1, posons la somme partielle Sy (t) = 25:1 Bn(t)i(ey). Pour tous entiers M > N > 1, le
processus différence Sys(t) — Sy (t) est une martingale continue & valeurs dans ’espace de Hilbert H’.

D’aprés I'inégalité maximale de Doob appliquée a la sous-martingale continue |Sy(t) — Sn(¢)||3,/, on a :

E i 1S3 () = Sn (O3 | < 4E 18w (T) = Sw(T)If3] -
€10,

Par indépendance des mouvements browniens et en utilisant la variance E[3,(T)?] = T, on évalue le membre de
droite :

E [[IS:(T) = Sn(D)lI30] = Z E[Bn(T)?]le(en)l3 =T Z t(en) 3
n=N+1 n=N+1

L’opérateur ¢ étant de Hilbert-Schmidt (¢ € Lo(H,H')), la série numérique > o7 ||t(en) ||, = ||t||fg converge. Le
reste de cette série tend vers 0 lorsque N, M — oo. La suite des sommes partielles (Sn)n>1 est donc de Cauchy dans
'espace de Banach complet L2(2;C([0,T],H')). Elle y converge par conséquent vers un processus W a trajectoires
presque stirement continues.

Etape 2 : Adaptation, indépendance des accroissements et structure de covariance.
Vérifions successivement que le processus limite W satisfait I’ensemble des conditions de la Définition 3.2 :
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1. Continuité des trajectoires et adaptation a la filtration :
D’aprés I'Etape 1, la série converge dans L?(Q;C([0,T],H')), de sorte que W(0) = 0 presque stirement et les
trajectoires ¢t — W (t) sont presque sirement continues dans H'.

De plus, pour chaque ¢ > 0 et tout entier N > 1, la somme partielle Sy (t) = 25:1 Br(t)(en) est une combinaison
linéaire finie de variables aléatoires Fi-mesurables a valeurs dans H'. Elle est donc Fz-mesurable. Puisque Sy (t) —
W (t) presque stirement dans ’espace polonais H’ et que la filtration (F;);>o vérifie les conditions habituelles (elle
contient les ensembles négligeables), la limite W (t) est également F;-mesurable. Le processus (W (¢)):>o est donc
bien adapté & la filtration (F3)¢>o.

2. Indépendance et loi des accroissements :
Soient 0 < s < t. Pour tout entier N > 1, chaque accroissement réel j,,(t) — 8,(s) est indépendant de la tribu F;
et suit la loi N(0,¢ — s). L’accroissement partiel :

N
SN () = Sn(s) = Y (Bult) = Buls))elen)
n=1

est donc une variable aléatoire gaussienne centrée dans H’, indépendante de F,. Pour toute fonction continue bornée
F:H — R et tout événement A € Fj, la convergence dans L? garantit Pexistence d’une sous-suite (Sy, )r>1 telle

que Sn, (t) — SN, (s) fi» W(t) — W(s), dou F(Sn,(t) — Sn,(s)) = F(W(t) — W(s)) presque stirement. Par
—00

convergence dominée (la fonction F étant bornée), on a :
E[F(W(t) = W(s))1a] = lim E[F(Sw, () = Sx, ())14]
= lim E[F(S, (t) - Sx, ()] P(4) = E[F(W(t) - W(s))] P(A).

L’espace H' étant polonais, I'espace des fonctions continues bornées Cp(H’') engendre sa tribu borélienne, ce qui
établit que accroissement W (t) — W (s) est indépendant de la tribu F;. De plus, pour tout k € H’, la variable réelle
(W(t)=W(s), k) = limy_e0(Sn(t) —Sn(s), k)3 est une limite presque siire de gaussiennes réelles centrées, donc
est gaussienne centrée d’aprés le Lemme 2.1. L’accroissement W (t) — W (s) est par conséquent une variable aléatoire
gaussienne centrée dans H'.

3. Structure de covariance spatio-temporelle :
Soient h,k € H' et s,t > 0. Par continuité du produit scalaire dans H’ et continuité du produit scalaire dans L?(2),
on évalue la covariance sur les sommes partielles :

E [(W(s), h)au (W (2), k)] = A}gnooZZEﬁn 8)Bm (D](t(en), Dy (t(em), k)aer-

Puisque les (8,,)n>1 sont indépendants, on a E[B,,($)Bm (t)] = dn.m(s At). Avec (c(ey), h)y = {(en, t*h)%, la somme
double se réduit aux termes diagonaux :

E[(W(s), h)a (W (t), k)n (sAt) Z eny L R 3(en, L7k)

Comme (e,)n>1 est une base orthonormée de H, l'identité de Parseval donne :
E[(W(s),h)a (W (t), k)yx] = (s ANt) (L hy " kYyy = (s At) (e h, k) gy

Les trois conditions étant satisfaites, le processus somme W est un mouvement brownien cylindrique sur H au
sens de la Définition 3.2.

Etape 3 : Réciproque et décomposition spectrale.

Soit W un mouvement brownien cylindrique sur H. Pour tout ¢ > 0, la variable W (t) définit une mesure
gaussienne centrée p; sur H' de covariance K; = t w*. Comme nous le préciserons au Corollaire 3.1, son espace de
Cameron-Martin ,,, s’identifie & # muni de la norme ||A||,, = %Hh”y

Considérons I'isomorphisme isométrique de Cameron-Martin U, : H,, — R,, C L*(2) de la Proposition 2.14.
Rappelons que par définition, pour tout k € H’ associé a la forme linéaire continue ¢ = (-, k)3, on a :

Uy, (Kik) = Le(W(H)) = (W(t), k)a
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Puisque Kk = ti(.*k), en identifiant I’élément lisse & son représentant dans #, il vient ¥, (t *k) = (W (t), k)n,
soit pour tout k € H' :
" 1
W (1°8) = W (1), K
Ainsi, pour tout h € H, I'élément W (t)(h) :=t¥,,, (h) définit un prolongement linéaire continu de ¢*(H') a H dans

L?(9Q) satisfaisant W (¢)(c*k) = (W (t), k)3 . Pour tout ¢ > 0 et toute base hilbertienne (e,),>1 de H, posons :
Bn(t) :==1t¥,,(e,) pourt>0, et [,(0):=0.

Vérifions que les (3,,),>1 sont des mouvements browniens réels standards indépendants :

— Adaptation et indépendance des accroissements : Pour chaque n > 1, 3, (t) est limite dans L?(2) des
variables Fi-mesurables (W (t), ky j)w ; il est donc Fi-adapté, et ses accroissements [, (t) — fn(s) héritent
de W l'indépendance vis-a-vis de F pour s < t.

— Loi et structure de covariance : Pour chaque ¢ > 0, ¥, (e,,) est une variable gaussienne centrée d’aprés
la Proposition 2.18, de variance ||e, ||, = 1lenll?, = 1, o E[B,(t)%] = t?(1/t) = t. Plus généralement, pour
h,g € H approchés par des suites d’éléments de (*(H’), la structure de covariance (3) de la Définition 3.2
s’étend par continuité dans L%({)) et assure :

E[Bn(3)Bm(t)] = (s At){en, em)n = On.m(s At), Vs, t>0.

Les processus gaussiens (3,,),>1 sont donc non corrélés, d’ou mutuellement indépendants.

— Continuité des trajectoires : Pour tout n > 1, par densité de ¢*(H') dans H, il existe une suite (ky_ ;);>1
dans H' telle que t*k, ; — e, dans H. Pour chaque j > 1, le processus Y;(t) := (W(t), ky ;)2 est une
martingale & trajectoires continues par continuité de ¢ — W (t) dans H'. Pour tous entiers i, > 1, 'inégalité
maximale de Doob appliquée & la martingale continue Y; — Y; donne :

E | sup |Y;(t) = Yi(t)*| <4E[|Y;(T) - Yi(T)[*] = 4T knj — " knill3 ——— 0.

tE[O,T] z,j—)oo
La suite (Y;);>1 est donc de Cauchy dans l'espace de Banach L?(£2;C([0,7],R)). Elle converge donc vers

un processus & trajectoires presque strement continues 3, € L%(2;C([0,T], R)). Comme Y;(t) — Bn(t) dans
L?(Q) pour chaque t, on a En(t) = B, (t) presque stirement. Le processus f3,, admet donc une modification
continue. .
D’aprés UEtape 1, la série W (t) = Y07, Bu(t)t(en) converge dans L(Q;C([0, T, H')).
Il reste a vérifier que W = W. Soit k € H'. Par continuité du produit scalaire dans H’ et linéarité continue de
W (t)(-) sur H, on a :

W) Ky = Balt)en) Kb = S W(B)(en)len, k)3 = W(2) (Z@*k, m) — W()(k).
n=1 n=1 n=1

Or, par construction, W (¢)(¢*k) = (W (t), k)%-. On en déduit que pour tout k € H’ :
(W(t),kyy = (W(t),k)s presque siirement.

L’espace H’ étant séparable, une famille dénombrable dense sépare les points de H’, ce qui entraine W(t) = W(t)
presque stiirement pour tout ¢ € [0,T]. Les deux processus étant presque stirement & trajectoires continues dans H’,
ils sont indistinguables. O

Corollaire 3.1 (Espace de Cameron-Martin de la loi de W (t)). Pour tout t > 0, soit p; = Law(W (t)) la mesure
gaussienne centrée sur H' de covariance K, = tu* (Définition 3.2).

L’espace de Cameron-Martin associé & u: est Uespace H (identifié au sous-espace t(H) C H'), muni du produit
scalaire renormalisé :

1 1
h, = —(h, , it ||k, = —=||h||x-
(P, Qe = 3 (hogha,  soit [, \/EH [EX
En particulier, pour t = 1, lespace de Cameron-Martin coincide isométriquement avec (H, || - ||n)-
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Démonstration. La démonstration repose sur I'identification de I'espace des éléments lisses H,,, , puis sur sa com-
plétion (Définition de 'espace de Cameron-Martin).

Etape 1 : Caractérisation des éléments lisses My,
D’aprés la Proposition 2.11, ’espace des éléments lisses coincide avec 'image de l'opérateur de covariance
hilbertien :
H;, = Im(K;) = Im(t 1) = o(Im(2")).

L’image ¢(H) étant dense dans H’', Popérateur adjoint vérifie ker(¢:*) = (Im¢)+ = {0}. L'opérateur K; = tu* est
donc injectif sur H'. Ainsi, pour tout h € H,,, il existe un unique antécédent k € H' tel que h = K1k = t1(1*k). En
identifiant H & son image t(H), le vecteur h correspond dans H a ’élément u = ¢t %k € H.

Etape 2 : Calcul de la norme de Cameron-Martin.
Par définition de la norme sur H;, , on évalue la forme quadratique de covariance en 'antécédent unique £ :

IRI15, = Cui(k, k) = (K, Kyar =tk k)ay = t]|" k|3,

En exprimant cette quantité en fonction du vecteur u = t*k € H, il vient :

2

1 1
i, = |3u] =i

H

Sur le sous-espace Hj,,, la norme de Cameron-Martin est donc exactement proportionnelle & la norme hilbertienne
, . . . 1
dorigine : [| - |, = =l - [l%¢-

Etape 3 : Complétion et conclusion.
Par définition, I'espace de Cameron-Martin H,, est le complété hilbertien de Hj, pour la norme || - ||,

L’injection ¢: H < H' étant continue et injective, son adjoint vérifie Im(:*) = (ker:)* = {0}*+ = H. L'image
Im(:*) est donc dense dans H pour la norme || - [|3;, ce qui implique que H;, est dense dans H.

L’espace (H, % |- ll) étant déja complet, le complété de Hj,, s’identifie canoniquement et de maniére unique a
‘H tout entier, ce qui achéve la preuve. O

Remarque 13 (Espace de Cameron-Martin trajectoriel). Il convient de distinguer l’espace de Cameron-Martin de la
variable a temps fixé W (t) sur H' (qui s’identifie a H d’apres le Corollaire 3.1) de celui de la trajectoire compléte
t— W(t), vue comme mesure gaussienne sur l’espace de Banach C([0,T],H') (au sens de la Définition 3.1).

On admet le résultat suivant (voir Hairer [7, Section 3.7]) : Uespace de Cameron-Martin associé & la loi du
processus (W (t))iepo, 1) s’identifie & l'espace de Sobolev & valeurs vectorielles Hy([0,T], H), défini par :

(011,30 = {n e (.1 1) | h0) = 0. G € 0.7}

(h, k) gy = /OT @’Z(s)gj(s)% ds,
oh

ou Gy désigne la dérivée faible temporelle.

muni du produit scalaire :

Cette formalisation topologique de 'espace élargi H' fournit le cadre géométrique rigoureux requis pour étendre
le calcul d’Itdé & la dimension infinie. Nous disposons désormais de tous les outils nécessaires pour aborder la
construction de notre espace d’intégration.

3.2 L’Intégrale Stochastique

Le mouvement brownien cylindrique étant construit, nous pouvons définir I'intégration stochastique pour des
processus a valeurs opérateurs. Cette étape s’appuie sur l'isométrie d’Ité6 en dimension infinie. Cette approche
fonctionnelle, initiée par Da Prato et Zabczyk [3], est présentée ici selon la formulation moderne de Hairer [7].

Afin de mener & bien cette construction en dimension infinie, il convient d’introduire au préalable une classe de
processus simples qui servira de sous-espace dense.
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Définition 3.3 (Processus élémentaire). Soit (2, F, (Ft)i>0,P) un espace de probabilité filtré, et soient H et K
deux espaces de Hilbert séparables.

Un processus stochastique ® = (®(t))ep0,r) @ valeurs dans l’espace des opérateurs de Hilbert-Schmidt Lo(H, K)
est dit élémentaire s’il eriste une subdivision 0 = tg < t; < --- < t, = T, une variable aléatoire &y €
L23(Q, Fo; L2(H,K)) et une famille de variables aléatoires (®y)o<r<n—1 telles que :

1. pour tout k € {0,...,n — 1}, Oy est F;, -mesurable et vérifie E {H‘MH%Q(%;@ <00
2. pour tout t € [0,T], le processus s’écrit sous la forme :

n—1

(I)(t) = @01{0} (t) + Z (I)kl]tmtkﬂ](t)'
k=0

Remarque 14. L’exigence ®(t) € Lo2(H,K) est fondamentale : un simple opérateur linéaire borné ®(t) € L(H,K)
ne suffit pas. En effet, le bruit cylindrique excitant une infinité de directions indépendantes, la variance dans K
de laccroissement ®(t)AW fait intervenir la somme Y o | ||®(t)en||%. La finitude de cette série (qui définit la
classe de Hilbert-Schmidt) est la condition nécessaire et suffisante pour que le bruit transformé vive dans K avec
une énergie (variance) finie.

Définition 3.4 (Intégrale stochastique d’un processus élémentaire). Soit ®(t) = ZZ;& @114, t,00](t) un processus
élémentaire au sens de la Définition 3.3 et soit W un mouvement brownien cylindrique sur H a valeurs dans [’espace
élargi H'.

Pour chaque k € {0,...,n—1}, Uaction de lopérateur aléatoire Oy, sur l’accroissement AWy, = W (tgy1) — W (ty)
s’interpréete par prolongement mesurable ék(AWk) au sens du Théoréme 2.5. De maniére équivalente et intrinséque
a Uespace H, elle est définie dans L?(Q;K) par la série orthogonale convergente :

AW, = Z (B (tes1) = B (tr)) Prem,

m=1

0l (em)m>1 est une base hilbertienne quelconque de H et By, () = W(t)(em,)-
On définit Uintégrale stochastique de ® par rapport a W sur Uintervalle [0,T] comme la variable aléatoire a
valeurs dans IC donnée par :

T n—1
/0 () dW () = Y B (W (th1) — W(te)).
k=0

Proposition 3.2 (Isométrie d’Itd en dimension infinie). Soit ® un processus élémentaire au sens de la Définition 3.3.
L’intégrale stochastique vérifie l’isométrie :

T
E ‘/O B(t) dW (1)

2
|- E [/OT 112, 000 dt] _E [/OT tr (B(£)3* (1)) dt] .

Démonstration. Soit ®(t) = ";3 11y, 4,,,](t) un processus élémentaire. Par définition de I'intégrale stochastique,
en notant AWy, = W(ty11) — W(tg) :

T 2 n—1 2 n—1
E ‘ / o) aw ()| | =E||S dawi| | =Y E[IdawilE] +2 > E[@aW5, biaWk] .
0 K k=0 K k=0 0<j<k<n—1

Etape 1 : Annulation des termes croisés. R
Soit (em)m>1 une base hilbertienne orthonormée de . Par définition du prolongement ®; (Théoréme 2.5), on
a la convergence dans L?(Q;K) :

M
SR AW, = i
AW Ib}linoo Z Aﬂm,k@kema
m=1
ot ABm ik = Pm(tet1) — Bm(tr). Pour tout couple d’indices j < k, on a tj41 < ti, de sorte que I'accroissement

AW, = W(tj+1) — W(t;) ainsi que ®; sont Fy, -mesurables, rendant le vecteur ®; AW, mesurable par rapport a
Fi,- De méme, par définition d'un processus élémentaire, I'opérateur @y, est F;, -mesurable.
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Considérons la suite des sommes partielles Sy, = 2%21 ABp, ;Prem. Puisque Sy — &AW}, dans L2(;K)
lorsque M — oo et que @jAWj € L%($;K), I'inégalité de Cauchy-Schwarz garantit la convergence dans L'((Q) :

. Li(Q A A
(&;AW;, Sar)x % (B;AW;, &AW, k.

L’espérance conditionnelle par rapport a F;, étant une contraction sur L*(), elle commute avec la limite en norme :

-

Pour chaque somme finie, le terme scalaire @)jAWj, Drem ) est Fi, -mesurable. On peut donc l'extraire du condi-
tionnement par linéarité :

M
D AB i (AW, Drem)

m=1

E [<<i>jAWj, AWk | ftk} = lim E

M M
> ABm i (AW, e ]-‘tk] > (R AW, @pem) i EIABm & | F,]-
m=1 m=1

L’accroissement brownien Ay, x = B (tk+1) — Bm(tx) étant indépendant de la tribu F;, et centré, on a :
E[ABm.k | Ft,.] = E[ABm k] = 0.
Toutes les sommes finies étant nulles, la limite l'est également presque stirement :
E|(&;4W;, 91AW)x | Fi, | =0,
ce qui assure par la loi des espérances itérées 'annulation de I’ensemble des termes croisés :

E <<i>jAWj,ci>,€AWk>,<} —E [E [(éjij,@kAWk>,< |]-‘tk” —0.

Etape 2 : Evaluation des termes diagonaux.
Pour chaque indice &k € {0,...,n — 1}, considérons a nouveau les sommes partielles Sy, = Eﬁf:l ABm kPrem.
Puisque Sy; — AW, dans L2(Q;K) lorsque M — oo, I'inégalité de Cauchy-Schwarz sur la différence des
carrés implique la convergence dans L'(Q) :

L(Q

150 1% ——— 125 AWK

La continuité de 'espérance conditionnelle sur L(§2) permet d’intervertir le conditionnement et la limite :
E[1paWil} | 7] = Jim E[ISul | ] -
M—o00

Développons la norme au carré de la somme finie S, par bilinéarité du produit scalaire dans K :

M
1Ml = D (ABm i)’ @remli +2 D ABikABk(Dres, Drej)ic
m=1 1<i<j<M

L'opérateur @) étant F;, -mesurable, les scalaires | ®pe,, ||z et (Pre;, Pre;j)c sont Fy, -mesurables et sortent du
conditionnement par linéarité :

M
E[ISmll | Fol = D 1 ®remlli E [(ABmi)? | Fo,]
m=1

+2 Z <(I)k€i,(1)k€j>ICE[Aﬁi,kA,8j,k | ]:tk} .
1<i<j<M

Les accroissements browniens ABy, p = Bm(tk+1) — Bm(tk) sont indépendants de la tribu F;, et mutuellement
indépendants pour des indices distincts. Par conséquent :
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— pour tout m > 1, E [(Aﬁm’k)z | ‘Ftk] =E [(Aﬁmyk)Q] =tgr1 — tr;
— pour ) 7& j, E [Aﬂi’kAﬂj’k | ‘Ftk} = E[Aﬁl’k] E[Aﬂj’k] =0x0=0.
Tous les termes croisés s’annulent donc identiquement, ce qui réduit I’espérance conditionnelle de la somme partielle
ac: y
E[1Sumll | Fie] = (terr —tk) D [Premllk-

m=1

En passant & la limite M — oo, on obtient presque stirement :
o]
E[10pAWIR | Fo] = (e = t4) D I Breml -
m=1

On reconnait dans la somme la définition de la norme de Hilbert-Schmidt ||<I>k||2£2 (#,)- En prenant Uespérance
totale et en sommant sur & :

T n—1 T
E ‘ [ 20w | =Xt - 0B [|#0l, 000 < [ | 1201200, dt] -
0 c o 0
L’égalité avec la trace tr(®(t)®*(¢)) découle directement de la relation ||®||%q = tr(®P*). O

Remarque 15 (Indépendance vis-a-vis de 'espace élargi H'). L’espace élargi H' n’est qu’un outil technique inter-
médiaire (un « échafaudage ») pour donner un sens trajectoriel au mouvement brownien cylindrique. L’intégrale
stochastique obtenue est, quant a elle, totalement intrinséque a H et K :
— Au niveau élémentaire : L’évaluation de chaque terme s’écrit <i>kAW;C = 220:1 ABy 1 Pre,. Cette série
ne fait intervenir que la base hilbertienne (en)n>1 de H, Uaction de @y sur H et les accroissements réels
APk, sans aucune dépendance envers la géométrie de H'.

— Au niveau de lisométrie d’Ité : L’égalité :
T
- E [ | 1900000 dt] ,

montre que la norme dans L?(Q;K) de lintégrale est entierement fizée par les normes de Hilbert-Schmidt
sur Lo(H, K).
Par densité et complétion, la valeur de l’intégrale stochastique dans L*(;K) est donc strictement indépendante de
Despace régqularisant H' choisi au départ. C’est ce qui justifie 'appellation d’intégrale par rapport au « mouvement
brownien cylindrique sur H ».

/ ’ O(t) WV (¢)
0

]E ‘
K

Afin d’étendre la définition de 'intégrale stochastique au-dela des processus élémentaires, il est nécessaire d’in-
troduire la notion de prévisibilité. Cette propriété de mesurabilité par rapport a 1’histoire passée garantit la non-
anticipation du bruit et fournit le cadre fonctionnel adéquat pour prolonger 'isométrie d’Itd par densité.

Définition 3.5 (Tribu prévisible et espace Lgr). Soit (2, F, (Ft)iepo, 11, P) un espace de probabilité filtré satisfaisant
les conditions habituelles et soient H, K deuzx espaces de Hilbert séparables.

1. On appelle tribu prévisible sur [0,T] x Q, notée P, la o-algébre engendrée par la famille des processus
adaptés a trajectoires continues a gauche.

2. Un processus stochastique ®: [0,T] x Q — Lo(H,K) est dit prévisible s’il est mesurable de ([0,T] x Q,P)
dans (Lo2(H,K), B(L2(H,K))).

3. On note Lf)r([(),T] x Q; Lo(H,K)) Uespace de Hilbert des classes d’équivalence de processus prévisibles véri-
fiant :

1®)|Z; =E

T
/0 1217, 34,x) dt] < 00,

muni du produit scalaire :

(@, W)ps = / (1), U(1)) £ 300y dt| = E

/T tr ((¢)T*(t)) dt} :
0
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Proposition 3.3. L’ensemble des processus élémentaires est dense dans l'espace de Hilbert L2 ([0, T]xQ; Lo(H, K)).

Idée de la démonstration. La démarche classique se déroule en deux étapes :

1. Cas scalaire : La tribu prévisible P est engendrée par la classe des rectangles prévisibles de la forme {0} x Fj
avec Fy € Fp et |s,t] x Fravec 0 < s <t < T et F € Fs. Par le théoréme de la classe monotone (ou lemme -\

de Dynkin, voir Kallenberg [11, Théoréme 1.1]), 'ensemble des combinaisons linéaires d’indicatrices 1,
est dense dans L?([0,T] x Q, P, dt ® P).

2. Passage aux opérateurs : Tout processus ® € LIQ)r([O7 T] x Q; Lo(H,K)) peut étre approché par projection
orthogonale sur les sous-espaces de dimension finie engendrés par une base hilbertienne de I'espace séparable
Lo(H,K). En combinant Papproximation scalaire des coefficients sur chaque composante avec le théoréme
de convergence dominée, on en déduit que le processus @ est limite dans Lgr d’une suite de processus
élémentaires.

Pour une démonstration détaillée, on pourra consulter Prévot et Rockner [13, Proposition 2.3.8]. O
On a donc le corollaire fondamental suivant :

Corollaire 3.2 (Extension de 'intégrale stochastique & L2,). L’intégrale stochastique ® — fOT O(t) dW (t), définie
sur les processus €lémentaires, se prolonge de facon unique en une isométrie linéaire continue :

I: L2.([0,T] x Q3 Lo(H, K)) — L*(K).

En particulier, pour tout processus ® € L2 ([0, T] x ; L2(H,K)), la variable aléatoire fOT O(t) dW (t) est centrée :

E

T
/ d(t) dW(t)} =0,
0

et lisométrie d’Ito reste vérifiée sous forme quadratique et polarisée : pour tous &,V € Lf)r([O,T] x Q; Lo(H,K)),

</T 0 dW(t),/T w(t) dW(t)> _E

K4

E

/0 (@(1), W (1)) £acrer) dt] ,

d’ot pour ® =W :
2

E

T
/ O(t) dW (1)
0

[ T
=E /0 1POIZ, (34, 1) dt]-

K
Démonstration. Notons & le sous-espace vectoriel des processus élémentaires dans L2 ([0, 7] x Q; Lo(H, K)).

Etape 1 : Isométrie sur le sous-espace dense.
D’aprés la Définition 3.4, I'intégrale stochastique définit une application linéaire I: & — L?(Q; K) par :

1(®) = /0 B(t) AW (2).

Pour tout ® € &, l'espérance vérifie E[I(®)] = Z;é E[E[®, AWy | Fi,]] = 0. De plus, d’aprés la Proposition 3.2,
cette application est une isométrie : pour tout ® € &,

(@) 220ic) = 1P|, -

L’application I est donc lipschitzienne (de constante 1), en particulier uniformément continue sur €.

Etape 2 : Prolongement par densité et complétion.
D’aprés la Proposition 3.3, le sous-espace £ est dense dans 'espace de Hilbert complet L2, ([0, T] x Q; Lo(H, K)).
L’espace d’arrivée L%(Q;K) étant lui-méme un espace de Hilbert complet, le théoréme de prolongement des
applications continues (théoréme B.L.T.) garantit que I se prolonge de fagon unique en une application linéaire
continue sur Pespace L2 ([0,T] x Q; Ly(H, K)) tout entier.

Etape 3 : Caractérisation séquentielle et indépendance de I’approximation.
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Concrétement, soit ® € L2,([0,T] x ; Lo(H,K)). Par densité, il existe une suite de processus élémentaires
(®y,)n>1 C € convergeant vers <I> dans L

lim ||®, — @[z =0.
n—00 pr
Puisque I est une isométrie sur &, la suite image (I(®,,)),>1 vérifie :

H(®n) = 1(®m)ll2(0500) = |0 = Pmllzg, S 0.

m—r oo

La suite (I(®,,)),>1 est donc de Cauchy dans 'espace complet L?(; K), d’ou Pexistence de la limite :
T T
/ (t)dW (t) := lim ®,(t)dW(t) dans L*(;K).
0

n— oo 0

Cette limite est indépendante de la suite approchante choisie : si (‘i’n)nz 1 est une autre suite élémentaire convergeant
vers P, alors :

1) ~ 1@l 20y = 80— Ballsa, < 1180 — Dllzz, + @ — B2, ——0.

Etape 4 : Conservation de I’isométrie et centrage.
Par continuité de la norme sur L?*(Q; K) et de la norme L2

‘/T O(t) W (¢)
0

Par identité de polarisation, 'isométrie préserve les produits scalaires hilbertiens. Enfin, la convergence dans
L?(€; K) entrainant la convergence dans L!(2;K), on a :

ors le passage a la limite préserve I'isométrie :

— i (@) 2o = T [allzz, = 9] 2z -
n— o0
L2(9;K)

E[I(®)] = lim E[I(®,)] = 0,

n—oo
ce qui achéve la démonstration. O
Remarque 16 (Propriétés de martingale et cas d’un intégrande déterministe). Deux propriétés remarquables de
lintégrale stochastique prolongée méritent d’étre soulignées :

1. Processus intégrale et propm'été de martingale : Pour tout ® € Lf,r([O,T] x Q; Lo(H,K)), le proces-

sus indéfini M(t fo ) (défini par M(t) = I(®1p4)) est une martingale de carré intégrable
dans IC par mpport a (]:t)te[O,T]; admettant une modification & trajectoires presque strement continues. En
particulier, elle vérifie l'inégalité mazimale de Doob :

[ e

2. Loi gaussienne pour un intégrande déterministe : Si le processus <I>( ) € Eg(H,IC) est déterministe

2

T
/0 1012, e dt

te[0,T]

Elsup 1§4E
K

(c’est-a-dire indépendant de w), alors lintégrale stochastique I(T fo ) est une variable aléatoire
gaussienne centrée sur l'espace de Hilbert K. En effet, pour des fonctzons etagees determz'mstes, I(®) est une
combinaison linéaire finie d’accroissements gaussiens indépendants, donc gaussienne ; la propriété subsiste a
la limite par le Lemme 2.1 et la Définition 2.7.

Disposant désormais d’une intégrale stochastique rigoureusement définie sur L?
structure spatiale de sa covariance.

5rs lous pouvons expliciter la

Proposition 3.4 (Opérateur de covariance de D'intégrale). Soit ® € L2 .([0,T] x Q; Lo(H,K)). L’intégrale I(T) =

fOT D(t) dW (t) est centrée et de carré intégrable dans K.
Son opérateur de covariance Qr € L1(K), caractérisé de maniére unique par l'identité :

(Qrz,y)x =E[I(T), ) (I(T), y)x], Yo,y €K,
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est auto-adjoint, positif, a trace, et s’exprime par l’intégrale de Bochner :

T
/ B(1)D* (1) dt] .
0

En particulier, sa trace coincide avec la variance totale du processus : tr(Qr) = E [||I(T)||%].

Qr=E

Démonstration. Etape 1 : Cas d’un processus élémentaire.
Supposons dans un premier temps que ® est un processus élémentaire :

n—1
= Z Py LATARIY (t).
k=0

D’apreés la Définition 3.4, lintégrale stochastique s’écrit I(T) = Z;é &, AW},. Pour tous vecteurs z,y € K,
développons le produit des projections scalaires :

n—1
E[(I(T),x)x(I(T),y)x] = Y E [<(I)kAWk,1'>)C<(I)kAWkay>IC} +) E [<(I)jAWjax>IC<(I)kAkay>IC] :
k=0 J#k
Pour j < k, en conditionnant par rapport a la tribu F;,, I'indépendance et le caractére centré de ’accroissement
AW}, garantissent 'annulation de tous les termes croisés exactement comme dans la démonstration de l'isométrie
d’Ttd (Proposition 3.2).
Pour les termes diagonaux, rappelons que @kAWk = limpy/—oo Z%Zl ABp, 1 Pren, dans L?(Q; K). Par continuité
du produit scalaire et indépendance des (ABy, x)m>1, On a :

E [<‘i)kAWk7$>IC<(i’kAWkay>)C ‘ }-tk} = Z E [(ABmi)? | Feo] (Prem ) ic(Prem,y)x
m=1

oo
tk+1 - tk Z €m, (I)]gz (I)kyv 6m>
m=1

Par I'identité de Parseval dans H sur la base orthonormée (e,,,)m>1 et par définition de I'opérateur adjoint hilbertien,

la série s’identifie a :
o0

D (Piw em)u(Phy, em)n = (Piw, Biy)u = (2rPfa, y)ic.

m=1

En prenant I'espérance totale et en sommant sur k, il vient :

T
E[(I(T), @) (I(T), y)x) = > (k1 — th)E (@ Pf, y)ic] = E [/0 (@) (t)z, )k dt] :

La formule est donc établie pour tout processus élémentaire.

Etape 2 : Extension par densité a Lf)r.
Soit maintenant ® € L2 ([0,T] x Q; L3(#,K)). D’aprés la Proposition 3.3, il existe une suite de processus

élémentaires (®,,)n>1 convergeant vers ¢ dans Lf)r, c’est-a-dire :

T
lim VO 1@ (1) — @12, 2000 dt] = 0.

n—oo

Notons I,(T) = fOT ®,,(t) dW (t). Par construction de 'intégrale stochastique (Corollaire 3.2), I,,(T") — I(T) dans
L?(Q;K).
— Convergence du membre de gauche : L’application bilinéaire (u,v) — E[(u, )k (v,y)x] étant continue
sur L2(;K) x L?(Q; K) par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a :

lim E [<I7L(T)7 x>)C<In(T)7 y>IC] =E [<I(T)v x>’C<I(T)’ y>l€] :

n—oo
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— Convergence du membre de droite : Pour tous opérateurs A, B € Lo(H, K), l'identité AA* — BB* =
(A — B)A* + B(A* — B*) et la majoration de la norme trace par le produit des normes de Hilbert-Schmidt
donnent :

|AA* — BB*[|z, k) < 1A = Bll o) (1Al 2oa.0) + 1Bl 2arex))-

En intégrant sur [0,7] x  avec A = ®,,(t) et B = ®(¢) et en appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, il
vient :

T
E [ / |@0 ()} (1) = SO (D)l 2,0y dt| < [Bn = llzz, (I@ullzz, + [@llzz, ) —— 0.

Puisque |((@, (1) (t) — (1) (1), y)x| < @ (85 (E) — B ()] 2, 60 Izl cllylic, le passage a la limite
sous l'intégrale est justifié :

lim E

n—0o0

T
/O (P ()®7, ()7, y)x dt] =E

T
/ <<I><t><1>*<t>x,y>;<dt] |

L’identité E [(I(T), z)xc(I(T),y [fo ), y)x dt} est donc vraie pour tout ® € L2,

Etape 3 : Identification de I'opérateur Q1 par Bochner.
L’espace des opérateurs a trace £1(K) sur 'espace de Hilbert séparable K étant lui-méme un espace de Banach

séparable, et le processus ¢ — ®(¢)P*(¢) étant intégrable dans £4 (K) puisque E [fOT 1@(t)2* ()|l 2, (i) dt} =|®|2. <

oo, lopérateur :
T
/ B(1)D* (1) dt] ,
0

est bien défini au sens de Bochner dans £;(K). La commutation de la forme linéaire continue A — (Az,y)x avec
I'intégrale de Bochner donne :

Qr=E

<QTx7y>/C =E

T
/O (@) (), y)x dt] =E[{I(T), 2)x{I(T), y)xc] -

Enfin, la trace commutant également avec lintégrale de Bochner, on obtient directement tr(Qr) = [[®[3. =
pr
B[ (T)|I&]- O

Cette proposition nous sera trés utile par la suite, car elle permet d’intervertir 'intégrale stochastique avec
I’action d’un opérateur linéaire borné.

Proposition 3.5 (Commutation avec les opérateurs linéaires continus). Soient H, K et U trois espaces de Hilbert
séparables, et soit W un mouvement brownien cylindrique sur H.

Pour tout processus ® € L2 ([0,T] x € Ly(H,K)) et tout opérateur linéaire borné T € L(K,U), le processus
composé T® appartient o L2 ([0, T] x Q; L2(H,U)), et on a pour tout t € [0,T] :

t t
T (/ D(s) dW(s)) = / T®(s)dW(s) presque sirement dans U.
0 0

En particulier, pour tout vecteur y € K, en choisissant la forme linéaire continue T = (-, y)x € L(K,R), la projection
scalaire commute avec l’intégrale :

</0t (s)dW(s) > Z/ 8)em, Y)k dBm(s) dans L*(R),

ol (em)m>1 est une base hilbertienne quelconque de H et By, (s) = W(s)(em)-

Démonstration. Etape 1 : Appartenance de T® a Lgr.
Par la propriété de sous-multiplicité de la norme de Hilbert-Schmidt (|| AB||us < || Allz]|Bllus), on a pour presque
tout (s,w) :
ITP(3)] 2oty < 1T 220 12(3) || 22 (30,10) -
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En intégrant en temps et sous I'espérance, il vient ||T'®|| 2 < || T[|zc w0 l|®|l 2, < oo. Le processus T'® est prévisible
et appartient donc bien & L2 ([0, T] x Q; Lo(H,U)).

Etape 2 : Cas d’un processus élémentaire.
Si®(t) = Zz;é @1 1)s, 1,41 (t) est élémentaire (Définition 3.3), I'intégrale est une somme finie. Pour chaque
terme, par continuité et linéarité de T, on a dans L?(Q;U) :

m=1 m=1

((I)kAWk <Z Aﬁ’m k(I)kem> = Z A/Bm,kT((bkem) = (T(bk)AWk

Par sommation finie sur k, I'identité T'( fg S dWV) = fot T® dW est donc exacte pour tout processus élémentaire.

Etape 3 : Extension par densité.
Soit ® € L2.([0,T] x Q; L2(H,K)). D’aprés la Proposition 3.3, il existe une suite de processus élémentaires
(®n)n>1 convergeant vers & dans L2 . Par Iisométrie d’Ito (Corollaire 3.2) :

L% (%K)

/Ot D (s) AW (5) =0, /Ot B(s) AW (s).

L’opérateur T’ étant continu de K dans U, 'application X ~ TX est continue de L*(Q;K) dans L*(Q;U). On a

donc : ’ (/Ot (I)n(s)dW(S)> % T (/Ot@(S) dW(S)) :

D’autre part, comme ||[T'®,, — T'®|| 2, < [T c||®n — ®[/rz, — 0, isométrie d’Ito6 dans U assure :

L2(sU)

/ T®,(s)dW(s) ﬁ/ T®(s)dW (s).
0 0

Par unicité de la limite dans L?(2;U), les deux termes coincident presque stirement.

Etape 4 : Cas scalaire.
Soit y € K. Pour chaque entier m > 1, le processus réel s — (®(s )em, y);g est previsible et vérifie [{(P(s)em, Y| <

1@(s)|lusllyllc € L2([0,t] x ). L’intégrale stochastique réelle I,,,(t) fo $)em, Y)ic dBm(s) est donc bien définie
et satisfait I'isométrie d’It6 unidimensionnelle :

E[I.t)*] =E [/Ot@(s)em, e ds} =E Uot@m, D*(s)y)3, ds} .

Les browniens (3,,)m>1 étant indépendants, les intégrales (I,,,(¢))m,>1 sont orthogonales dans L?(Q) (E[1,,,(¢)1;(t)] =
0 pour m # j). Pour tout M > 1, la variance de la somme partielle vérifie :

M
> In(t) Z E [|In( / Z<em,¢*(s)y>; ds] :

Par le théoréme de Fubini-Tonelli et I'identité de Parseval dans H sur la base orthonormée (e, )m>1, le membre de
droite converge lorsque M — oo vers :

[ele] t t
ZE[|zm<t>2]=E[/0 @*(s)yn%ds} < IIRE | [ 19601, ) 03] = Il < .

La série de variables aléatoires orthogonales Y>> I,,,(t) est donc de Cauchy dans L?(£2), et converge ainsi vers un
élément bien défini de L?(Q).

Enfin, pour tout processus élémentaire ® € £, 'identité (f(f D dW,y) = > oro_; Im(t) découle directement de la
Définition 3.4. Par densité de £ dans L2, (Proposition 3.3) et continuité des deux applications dans L?(f2), cette
égalité s’étend dans L2(f2) & tout processus ® € L2, ce qui achéve la démonstration. O

2

prs

L’approche fonctionnelle développée ici s’avére particuliérement puissante pour traiter 'intégrale stochastique
dans des espaces abstraits de dimension infinie. Disposant désormais d’un cadre d’intégration rigoureux, nous
pouvons 'appliquer & la résolution d’équations différentielles partielles stochastiques. Pour ce faire, nous allons
maintenant introduire la théorie des semi-groupes linéaires, outil fondamental qui nous permettra de formaliser
lopérateur de la chaleur déterministe et de définir rigoureusement la notion de solution mild stochastique.
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4 Théorie des Semi-groupes et Equation de la Chaleur Stochastique

Dans cette section, nous introduisons la théorie des semi-groupes linéaires appliquée a 'opérateur de Laplace,
avant d’établir I’existence et 'unicité d’une solution mild de I’équation de la chaleur stochastique via la formule de
Duhamel.

4.1 Rappels sur la théorie des Semi-groupes

Cette sous-partie introduit les concepts fondamentaux de la théorie des semi-groupes, outils essentiels de ’analyse
fonctionnelle pour ’étude des équations d’évolution linéaires déterministes. En nous appuyant sur ’approche de L.
C. Evans [5, Section 7.4], nous posons les définitions clés et les propriétés structurelles nécessaires pour aborder le
cadre stochastique.

Dans toute la suite, B désigne un espace de Banach réel. L’objectif de la théorie des semi-groupes est de formaliser
rigoureusement 'opérateur de flot associé a ’équation d’évolution abstraite :

u'(t) = Au(t), t >0,
u(0) = up,

ol ug € B est une condition initiale donnée et A est un opérateur linéaire défini sur un domaine dense D(A) C B.
La famille d’opérateurs {S(t)}+>0 vise alors & représenter I’application solution u(t) = S(t)uo.

Définition 4.1 (Co-semi-groupe). Une famille {S(t)}+>0 d’opérateurs linéaires bornés sur B (c’est-a-dire S(t) €
L(B) pour tout t > 0) est appelée un semi-groupe fortement continu (ou Cy-semi-groupe) si elle vérifie :

1. 5(0) =1dg ;

2. S(t+s)=S5(t)S(s) pour tous t,s > 0;

3. pour tout uw € B, Uapplication t — S(t)u est continue de [0,00[ dans B (continuité forte), ce qui équivaut
lim IS(t)u —ullg = 0.
t—0

Définition 4.2 (Semi-groupe contractant). On dit que {S(t)}i>0 est un semi-groupe contractant si, en plus d’étre
un semi-groupe, il vérifie ||S(t)| zsy < 1 pour tout t > 0. Ainsi, ||S(t)ul|s < ||ulls pour tout t > 0 et tout u € B.

Définition 4.3 (Générateur infinitésimal). Soit {S(t)}i>0 un semi-groupe de contractions (ou plus généralement
un Co-semi-groupe) sur B. On définit son domaine D(A) par :

D(A) := {u eB

lim w eziste dans B} ,

t—0t
et pour tout u € D(A), Uopérateur A: D(A) — B par :

Au:= lim M

t—0+ t

Lopérateur (A, D(A)) est appelé le générateur infinitésimal du semi-groupe {S(t)}i>0.

A partir de maintenant, on suppose que {S(t)};>¢ est un semi-groupe contractant sur B.

Théoréme 4.1 (Propriétés différentielles des semi-groupes). Pour tout u € D(A), on a :
1. S(t)u € D(A) pour toutt > 0;
2. AS(t)u = S(t)Au pour toutt > 0;
3. Dapplication t — S(t)u est différentiable sur 0, 00] (et dérivable & droite ent=0);
4.

d
ﬁS(t)u = AS(t)u = S(t)Au pour tout t > 0.
Démonstration. Points (1) et (2) : Soit u € D(A) et t > 0. Par la propriété de semi-groupe, on a pour tout s > 0 :

S(s) _IdS(t)u S(t+ s)u— S(t)u S(t) <S(s)u—u> .

S

S S
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Puisque u € D(A), le taux d’accroissement converge vers Au dans B lorsque s — 0F. L’opérateur S(t)

étant linéaire et borné (donc continu sur B), il vient :

S(s)u—u

lim S(s)—1d

s—0t S

S(t)u = S(t)Au.

Cette limite existant dans B, la définition du générateur infinitésimal assure que S(t)u € D(A) et que AS(t)u =
S(t)Au.

Points (3) et (4) : Soit u € D(A) et t > 0. Etudions les dérivées a droite et a gauche.
Dérivée a droite : Pour tout h > 0, la linéarité et la continuité de S(¢) donnent immeédiatement :
t+h)u—S(t h)u —
lim St hu = S _ S(t) ( lim Sth)u—u

h—0+ h h—0+ h

> = S(t)Au.

Cette relation reste valable en ¢t = 0, ce qui prouve la dérivabilité a droite en O.
Dérivée a gauche : Pour 0 < h < t, décomposons le taux d’accroissement sous la forme :

S = SEZI 1) u = 5t - 1) (S(h)hu_u) — S(t)Au

= S(t—h) (S(h)h“_“ - Au) + (S(t — h)Au — S(t) Au).

En passant & la norme dans B, I'inégalité triangulaire et la propriété de contraction (||S(t — h)||z(z) < 1) donnent :

< S(h)u —u

< ||———— Au
=

H S(t)u— St —h)u

- — S(t)Au

+ 1S (t — h)Au — S(t) Aul|.
B

Lorsque h — 0T :

— le premier terme tend vers 0 par définition de Au pour u € D(A);

— le second terme tend vers 0 par continuité forte du semi-groupe appliquée au vecteur Au € B.
Le taux d’accroissement & gauche converge donc également vers S(t) Au. Les dérivées a gauche et a droite coincident
pour tout t > 0, ce qui établit que I'application t — S(t)u est différentiable sur |0, oo[ et satisfait £.5(t)u = S(t)Au =
AS(t)u. O

Remarque 17. Puisque u € D(A), le vecteur Au appartient o B. Par continuité forte du semi-groupe, l'application
t+— S(t)(Au) est donc continue de [0, 00| dans B. Comme £S(t)u = S(t)Au, il s’ensuit que la trajectoire t — S(t)u
est en réalité de classe C*([0,00[; B) (avec dérivabilité a droite en 0).

Théoréme 4.2 (Propriétés du générateur infinitésimal). Soit {S(¢)}i>0 un semi-groupe de contractions sur B et
soit A son générateur infinitésimal. Alors :

1. le domaine D(A) est dense dans B ;

2. A est un opérateur fermé.

Démonstration. Point (1) : Densité de D(A) dans B.
Soit u € B. Pour tout ¢ > 0, 'application s — S(s)u étant continue sur [0,¢], elle est intégrable au sens de

Bochner. Posons : .
¢ :/ S(s)uds € B.
0

Par le théoréme fondamental de ’analyse pour les fonctions continues & valeurs dans un espace de Banach, on a :

hm——hmf/S Juds = S(0)u = u.

t—0+ t t—ot t

Montrons que u' € D(A). Soit » > 0. L’opérateur S(r) étant linéaire continu, il commute avec l'intégrale de

Bochner :
S(ryut = S(r) ( /O t S(s)uds) - /O (S (s)uds /O "S5+ ruds.
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Par le changement de variable v = s + r, il vient :

M _ % (/HT S(v)udo — /tS(s)uds>

r 0
1 t+r 1 r
= ;/t S(s)uds — ;/0 S(s)uds.

Lorsque r — 07, la continuité de la trajectoire donne :

S t_ .t
li S)u —
r—0+ r

=St)u— S0)u=S{t)u— u.

Cette limite existant dans B, la définition du générateur infinitésimal assure que u' € D(A) et que Au' = S(t)u—u.
Par suite, Tu’ € D(A) pour tout ¢ > 0. Comme 1u’ — u dans B lorsque ¢t — 0, tout élément u € B est limite
d’éléments de D(A), ce qui établit la densité de D(A) dans B.

Point (2) : Fermeture de 'opérateur A.

Considérons une suite (ug)r>1 C D(A) telle que up — u et Aup, — v dans B. Il s’agit d’établir que u € D(A) et
Au = .

Pour chaque entier k > 1, la trajectoire s — S(s)uy est de classe C1([0,00[; B) d’aprés le Théoréme 4.1, avec
d%S(s)uk = S(s)Auy. En intégrant entre 0 et ¢ > 0, on obtient :

t
St up — u = / S(s)Auy, ds.
0

Faisons tendre k — oo :
— Par continuité de S(t), le membre de gauche converge dans B vers S(t)u — u.
— Pour le membre de droite, la contraction du semi-groupe (|[S(s)| 2 < 1) entraine :

sup [|S(s)Auy — S(s)vlls < sup [S(s)llcm)llAur — vl < [[Aug —v][g — 0.
s€[0,4] s€(0,t] k—o0

La suite d’integrandes converge uniformément sur [0, ¢], ce qui assure la convergence de I'intégrale de Bochner

() —u = /0 " S(syuds.

En divisant par ¢ et en faisant tendre ¢ — 07, le théoréme fondamental de 1’analyse donne :

lim S(t)u = lim 7/ S(s)vds = S(0)v =

t—0+ t f—>0+ t

vers fo s)vds.
On en déduit I’ 1dent1te pour tout £ >0 :

Par définition du générateur, on conclut que u € D(A) et Au = v, ce qui prouve que A est un opérateur fermé. [

Proposition 4.1 (Unicité du semi-groupe engendré). Soit A: D(A) C B — B un opérateur linéaire. Il existe au
plus un semi-groupe de contractions admettant A pour générateur infinitésimal.

Démonstration. Supposons qu’il existe deux semi-groupes {S(¢)}+>0 et {T(t)}+>0 admettant le méme générateur
infinitésimal A.
Soient t > 0 et u € D(A) fixés. Considérons lapplication v : [0,¢] — B définie par :

P(s) =St —s)T(s)u, Vse][0,t].

L’application v est continue sur [0,¢] d’aprés la continuité forte de S et T et la propriété de contraction (||¢(s +
h) =)l < ||T(s+h)u—T(s)ul|lg+||S(t—s—h)T(s)u— St —s)T(s)ullg — 0). Montrons qu’elle est dérivable
sur 10, ¢[.
Pour s €]0, [ et h # 0 suffisamment petit, décomposons le taux d’accroissement :
Y(s+h)—(s)  St—s—h)T(s+h)u—S(t—s)T(s)u
h N h
T hu—T t—s—h)—S(t—
— S(t—s—h) ( Sk )Z (8)“> + (S( & })l el s>> T(s)u.

Lorsque h — 0 :
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— puisque u € D(A), le taux d’accroissement de T converge vers T”(s)u = T(s)Au = AT (s)u; par continuité
de S(t — s), le premier terme converge vers S(t — s)AT(s)u;

— puisque T(s)u € D(A) d’aprés le Théoréme 4.1, le taux d’accroissement de S en 7 = ¢ — s converge vers
=S"(N)T(s)u=—AS(t — s)T(s)u = —=S(t — s)AT(s)u.

En sommant ces deux contributions, la dérivée s’annule identiquement sur ]0, ¢[ :
P (s) = S(t —s)AT(s)u — S(t — s)AT(s)u = 0.
L’application 1 est donc constante sur [0, ¢]. En évaluant aux bornes, il vient ¢ (t) = ¢(0), c’est-a-dire :
SO0)T(t)u=SHT0)u < T(t)u= S(t)u.

Cette égalité est veérifiée pour tout vecteur u € D(A). Le domaine D(A) étant dense dans B et les opérateurs S(t)
et T'(t) étant linéaires continus sur B, un prolongement par densité assure que :

S(t)=T() sur B, Vt>D0.

O

Pour analyser finement le comportement d’un opérateur non borné A, il est souvent plus simple d’étudier
I'inversibilité de ses variations décalées d’un parameétre réel. Cela nous conduit naturellement & la définition suivante.

Définition 4.4. Soit A: D(A) C B — B un opérateur linéaire sur un espace de Banach B. On dit qu’un nombre
réel A appartient o lensemble résolvant de A, noté p(A), si l'opérateur

Ald — A: D(A) - B

est bijectif et si son inverse est un opérateur linéaire borné sur B.

Dans ce cas, lopérateur linéaire borné Ry := (A\ld — A)~': B — D(A) est appelé l'opérateur résolvant (ou la
résolvante) de A associé a \.

Proposition 4.2. Soit A: D(A) C B — B un opérateur linéaire. Pour tout A € p(A) et pour tout u € D(A),
lopérateur résolvant commute avec A, c’est-a-dire :

AR)\U = R)\A'LL.

Démonstration. Soit u € D(A). Par définition de D(A), on a (A\Id — A)u € B. En appliquant 'opérateur inverse R
a gauche, on obtient par définition de 'inverse :

RA(/\Id — A)u = Uu.
En développant par linéarité de Ry, on a AR\u — Ry Au = u, ce qui donne :
RyAu = AR\u — u.

Inversement, par définition de l'inverse a droite, on a toujours (A\Id— A) Ry = Idg sur B. En appliquant cet opérateur
a I’élément w, il vient ARyu — AR u = u, d’ou :

AR u = AR\u — u.
On en conclut que AR \u = R)Au, ce qui achéve la démonstration. O

Théoréme 4.3 (Propriétés de lopérateur résolvant). Soit {S(t)}i>0 un semi-groupe de contractions sur B de
générateur infinitésimal A. L’opérateur résolvant posséde les propriétés suivantes :

1. Pour tous A\, € p(A), on a lidentité de la résolvante :
Ry — R# = (,LL - )\)RARM.

En particulier, les opérateurs résolvants commutent : R\R, = R, R).
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2. Pour tout A > 0, on a A € p(A) et lopérateur résolvant est donné par la transformée de Laplace du semi-
groupe :

(o)
RAu:/ e MS(tudt, Yu€B.
0

Par conséquent, la résolvante vérifie l’estimation :

> =

Rl ) <

Démonstration. Point (1) : Identité de la résolvante et commutativité.

Soient A, 1 € p(A). Par définition, les opérateurs (A\Id — A): D(A) — B et (uld — A): D(A) — B sont bijectifs
d’inverses continus respectifs Ry et R,,.

Puisque Im(R,,) = D(A), on a (A\Id — A)R,, = (A — )R, + (uld — A)R,, = (A — p)R,, + Idg. En appliquant Ry
a gauche, il vient :

Ry(MId — A)R, = (A — p)RAR,, + R».
Comme Ry (Md — A) = Idp(a) sur D(A) et que Im(R,,) = D(A), le membre de gauche se réduit a R,. On obtient
donc :
RM = ()\ — /L)R)\RM + Ry < R, — RM = (;,L — )\)R)\RN.

Par interversion des roles de A et p1, on a également R, — Ry = (A — p) R, Ry, soit :

Ry — RM = (u - )\)RMR,\.
En confrontant ces deux égalités, on a (u — A\)RaR, = (u — A)R,Rx. Pour A # p, la simplification par p — A # 0
donne Ry\R, = R, R, (I'égalité étant triviale si A = p).

Point (2) : Formule intégrale et estimation de la résolvante.
Soient A > 0 et u € B. Le semi-groupe étant contractant (||S(¢)||zs) < 1), on a la majoration [|e=*'S(t)ul|p <
e~ ||lul|s. Comme A\ > 0, 'application t — e~ S(t)u est intégrable au sens de Bochner sur [0, oo[. On pose :

Iy ::/ e MS(tyudt € B.
0

Etape 2.a : Inverse a droite (Ixu € D(A) et (\Id — A)\u = u).
Soit h > 0. Par commutation de l'opérateur borné S(h) avec 'intégrale de Bochner :

h)—1 1 [ 1 [
MI)\U = f/ e MS(t+ h)udt — f/ e MS(t)udt
h h h )
M oo 1 [~
= — e S (s)uds — 7/ e MS(t)udt
h Jy h Jo
eM—1

> —As _1/h —At
3 /h e *S(s)uds A e S (t)udt.

Lorsque b — 07T, le premier terme converge vers A fooo e~ S(s)uds = Mu, tandis que le second terme converge vers
S(0)u = u d’apres le théoréme fondamental de analyse. Cette limite existant dans B, la définition du générateur
assure que Iyu € D(A) et :

Ahu=A)u—u <= (Ad— A))u = u.

Etape 2.b : Inverse a gauche (pour tout u € D(A), Ix(A\Id — A)u = u).
Soit u € D(A). D’aprés le Théoréme 4.1, Papplication ¢ — S(t)u est de classe C! sur [0, co[ avec & S(t)u = S(t)Au.
Par intégration par parties sur 'intégrale de Bochner :

I\(Au) = /000 e MS(t) Audt = /000 e M (iS(t)u) dt

= [eMS(tu] + A/OOO e MS(t)udt

= —u+ A, u.
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On en déduit que I)(Ald — A)u = A)u — [\ Au = u.

L’opérateur (AIld — A): D(A) — B est donc inversible d’inverse Ry = I, ce qui établit que A € p(A).
Etape 2.c : Estimation de la norme.

Par l'inégalité triangulaire pour l'intégrale de Bochner :

o}

(&9}
1
[Ryuls < [ IS @Ouladt < Juls [ et = Llulls
0 0

En passant & la borne supérieure sur la boule unité [[ul|z < 1, on conclut que [|Ry| z5) < O

1

X

Remarque 18 (Interprétation via la transformée de Laplace). L’égalité Ry = f e~ S (t) dt montre que la résol-
vante est la transformée de Laplace du semi-groupe (S(t))i>0-

Formellement, si l’on applique la transformée de Laplace par rapport au temps t > 0 a 'équation d’évolution
abstraite u'(t) = Au(t) avec u(0) = ug, une intégration par parties donne pour 4(\) = [;° e~ Mu(t) dt :

AG(N) — up = Ad(N) = (Ald — A)a()\) = up.

Dans le domaine de Laplace, la résolution de [’équation d’évolution se raméne donc a linversion d’un opérateur
elliptique stationnaire : 4(\) = Raug.

La question réciproque est alors centrale : 4 quelles conditions nécessaires et suffisantes sur la famille de résol-
vantes (Ra)a>o0 un opérateur fermé A engendre-t-il effectivement un semi-groupe de contractions {S(t)}i>0 ? Cest
précisément ’objet du théoréme fondamental de Hille- Yosida.

Théoréme 4.4 (Hille-Yosida). Soit A: D(A) C B — B un opérateur linéaire, fermé et de domaine dense dans B.
Alors A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe de contractions {S(t)}i>0 si et seulement si |0, 00[ C

p(A) et :
1
HRAHE(B) < X, YA > 0.

Démonstration. Sens direct ( =) : Découle immédiatement du Théoréme 4.3.
Sens réciproque ( <= ) : Supposons que ]0,00[C p(A) et que ||Ry||z5) < § pour tout A > 0.

Etape 1 : Approzimation de Yosida.
Pour tout A > 0, définissons 'approximation de Yosida par :

Ay := MRy = AARy, —1d) = AR, — MId.

Puisque Ry € L(B), A est un opérateur linéaire borné sur B.
Soit u € D(A). Par commutation de A et Ry sur D(A) (Proposition 4.2), on a :

1
AR u — ul|g = [|[Rx(Au)| 5 < [|Rall 25l Aulls < X||Au||5 = 0

Comme [[AR)| 25y < 1 pour tout A > 0 et que D(A) est dense dans B, un argument standard de densité (e/3)
assure que :
lim ARyu =u, VYu€ B.

A—00

Par conséquent, pour tout u € D(A), on a Ayu = ARy (Au) — Au lorsque A — oc.

Etape 2 : Semi-groupes approchés {S(t)}i>o-
L’opérateur Ay étant borné, on définit son semi-groupe par I'exponentielle classique :

tA2)n
Sy (1) := etAx — g—Atld tAZR, -\t ( Rn
A\t) = =e e =e nE Tl

En utilisant [|RY|| < |Rx[|"™ < A™", on obtient la propriété de contraction :

(A" 1 B
1Sx(t)]l ) < e A Z o w = MMt — 1 Wt > 0.
n=0 :
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Etape 3 : Convergence vers le semi-groupe limite.
Soient A, u > 0 et u € D(A). D’aprés le Théoréme 4.3, Ry et R, commutent, donc Ay, A, Sx(t) et S,,(t) commutent
mutuellement. Par le théoréme fondamental de I'analyse :

d

Sa(t)u — S, (t)u = /O (St — )5 (s)u) ds = /O S, (t — $)Sa(s) (Aru — A, u) ds.

La contraction des semi-groupes approchés entraine alors :
t
ISx(t)u — S, (t)ulls < / | Axu — Agulls ds = t] Ayu — A,ulls.
0

Puisque (Aju)xso converge vers Au, la famille (Sy(t)u)x>o est de Cauchy dans B, uniformément par rapport a ¢
sur tout compact [0, T]. Par densité de D(A) et contraction uniforme (||Sx(¢)|| < 1), la convergence a lieu pour tout
u € B. On peut donc poser :
St)u:= lim Sy(t)u, Yu e B, Vi>0.
A—00

La limite préserve la propriété de semi-groupe (S(t+s) = S(t)S(s), S(0) = Idg) et la contraction (|[S(t)||zm) < 1).

De plus, pour u € D(A), la convergence uniforme sur [0, 7] assure que t — S(¢)u est continue en ¢ = 0, ce qui
s’étend a tout w € B par densité et contraction. La famille {S(t)};>0 est donc un Cp-semi-groupe de contractions.

FEtape / . Identification du générateur.

Notons A: D(A) C B — B le générateur infinitésimal de {5(t) }+>o0-
Pour tout v € D(A), on a l'identité Sy(t)u —u = fot Sx(s)Axuds. Par I'inégalité triangulaire :
[15x(8) Axu — S(s) Aulls < [|Sx(s)(Aru — Au)ls + [[(Sx(s) = 5(s)) Aulls < [[Axu = Aulls + [[(Sx(s) — S(s)) Aul|-

En vertu de 'Etape 1 pour ||Ayu — Aul|z — 0, et de 'Etape 3 appliquée au vecteur Au € B pour le second terme,
le membre de droite converge uniformément vers 0 sur [0,¢] quand A — co. On en déduit :

St)u—u= /0 S(s)Auds.

S(t)u—u
t

En divisant par ¢ et en faisant tendre ¢t — 0%, il vient lim,_,q+ = Au. Par définition de g, cela prouve que

u e D(A) et Au= Au. Ainsi, A C A.

Pour conclure que A = ,ZL fixons A > 0. Puisque ﬁ~est le générateur d'un semi-groupe de contractions, le
Théoréme 4.3 assure que A € p(A), donc A\Id — A: D(A) — B est injectif. Par ailleurs, par hypothése, AId —
A: D(A) — B est surjectif.

Soit v € D(A). Par surjectivité de AId — A, il existe u € D(A) tel que (AId — A)u = (AId — A)v. Comme A C A,
on a (AId — A)u = (AId — A)v, ce qui donne (AId — A)(u — v) = 0. Par injectivité de AXId — A, il vient u = v € D(A).

On en déduit que D(A) = D(A), et donc A = A.

O

4.2 Application au Laplacien et a ’équation de la chaleur déterministe

Cette sous-section applique la théorie des semi-groupes a l’équation de la chaleur déterministe. Cette étape
illustre le théoréme de Hille-Yosida dans un cadre hilbertien concret et introduit la formule de Duhamel, passerelle
indispensable vers ’analyse stochastique.

Dans toute la suite, O C R¢ désigne un domaine ouvert borné régulier (au moins de classe C?), et H = L2(O)
est 'espace de Hilbert de référence muni de son produit scalaire usuel (u,v)y = [, u(z)v(x) dz.

Définition 4.5 (Opérateur de Laplace-Dirichlet). On définit l’opérateur de Laplace-Dirichlet (A, D(A)) sur H =
L?(O) par son domaine variationnel :

D(A) = {uec Hy(O) | Au € L*(0)} ,
ot Au = Zle Oz, u est calculé au sens des distributions, et pour tout uw € D(A), Au est identifié a son représentant

dans L?(0).
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Remarque 19 (Lien avec la régularité elliptique). Lorsque la frontiere 0O est de classe C? (ou si O est convere),
le théoreme de régularité elliptique globale (voir Evans [5, Théoréme 6.5.4] ou Brézis [1, Théoreme IX.25]) assure
que :

D(A) = H*(0) N H0).

La définition variationnelle précédente a toutefois l’avantage d’étre intrinséque et de rendre ’étude fonctionnelle
élémentaire et autocontenue.

Proposition 4.3. L’opérateur (A, D(A)) est linéaire, a domaine dense dans H = L*(O), et fermé.
Démonstration. Linéarité : Elle découle de la linéarité de la dérivation au sens des distributions.

Densité du domaine : L’espace des fonctions tests C°(O) est inclus dans D(A). La densité de C°(O) dans L?(O)
entraine directement que D(A) est dense dans H.

Fermeture : Soit (u;)g>1 C D(A) une suite telle que u;, — u dans L?*(O) et Aug — v dans L*(O). Montrons que
u € D(A) et Au = .

Etape 1 : Identification de Au = v dans D'(O).

Pour toute fonction test ¢ € C2°(0O), la définition de la dérivation au sens des distributions donne :

| Gu@ote)dz = [ w(e)(d6)@) o
o o
En faisant tendre & — oo, la convergence dans L?(Q) entraine :
[ v@te)da = [ u(w)(@0)(a)da.
o o
Par conséquent, la dérivée faible au sens des distributions de u coincide avec v € L*(O), soit Au = v.
Etape 2 : Appartenance de u a H}(O).
Puisque uy € D(A) C H}(O) et Auy € L*(0), la densité de C2°(0O) dans Hi(O) justifie la formule de Green
(intégration par parties dans Hg(0)) :
[Vugl|7z(0) = —(Auk, ug) £2(0)-
Comme uy — u et Auy — v fortement dans L?(O), la continuité du produit scalaire implique :

Jim [ Vur|72(0) = —{v,u) £20) < 00

La suite (Vug)g>1 est donc bornée dans L?(Q). Par suite, (uy)x>1 est bornée dans l'espace de Hilbert H{(0O).
Par compacité faible dans Hj(0O), il existe une sous-suite (u,;) convergeant faiblement dans H{(O) vers une
limite w € H}(O). Par unicité de la limite dans D'(O), on a u = w € H}(O).
L’élément u vérifie donc u € H}(O) et Au = v € L*(0). Par définition, u € D(A) et Au = v, ce qui prouve que
A est fermé. 0

Afin d’appliquer le théoréme de Hille-Yosida & I'opérateur Laplacien, il convient & présent de vérifier qu’il satisfait
I’ensemble des hypothéses requises. L’opérateur étant déja linéaire, fermé et de domaine dense (Proposition 4.3), il
nous reste uniquement & démontrer la majoration de sa résolvante.

Proposition 4.4. Pour tout A > 0, Uopérateur (\Id — A): D(A) — H est bijectif. De plus, la résolvante associée
RA(A) = (\Id — A)~L wérifie ’estimation de norme requise par le théoréme de Hille- Yosida :

1
[RA(A) ey < Y

Démonstration. Soit A > 0 et f € H = L?(0). Montrons I'existence et I'unicité d’une solution u € D(A) a 'équation
(Ald — A)u = f en appliquant le théoréme de Lax-Milgram [1, Corollaire V.8] sur I'espace de Hilbert H}(O), muni
de la norme [Jull 3, = [lull3, + [[Vul3-
Considérons la forme bilinéaire ay: H}(O) x H}(O) — R définie par :
ax(u,v) = Mu, v)y + (Vu, Vo).
La bilinéarité de ay découle de la linéarité du produit scalaire L?(O) et de 'opérateur gradient.

Continuité et coercivité de a) :
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— Continuité : Pour tous u,v € Hg(0O), 'inégalité de Cauchy-Schwarz donne :
lax(u, v)] < Aullal|vll + [[Vullal[Volla < A+ Dlfull g o]l g -

La forme bilinéaire est donc continue sur H}(O).
— Coercivité : Pour tout u € H}(O) :

ax(u,u) = Alull3; + Va7, > min(\, 1) (Jull3, + IVul3,) = ollull?,

en posant & = min(A, 1) > 0. La forme ay est donc coercive.
La forme linéaire L: v — (f,v)y est continue sur H}(O) car |L(v)| < ||fllxllvllan < [ fllallv]l g2 D’apreés le

théoréme de Lax-Milgram, il existe un unique u € HE(O) tel que :

a)\(u7v) - )\<U,”U>7.L + <vu7 VU>H = <fa U>’Ha Vv € H&(O)

Appartenance a D(A) et bijectivité :
Pour toute fonction test ¢ € C>°(0) C H}(O), I'égalité variationnelle donne :

Par définition de la dérivation au sens des distributions, (Au, ¢)p o = —(Vu, Vo) = (Au—f, $)». Par conséquent,
la distribution Au s’identifie & la fonction Au — f € L?(0).

Puisque u € H}(O) et Au € L*(0), 'élément u appartient au domaine variationnel D(A) et satisfait (AId —
A)u = f dans L?(0). L’opérateur (A\Id—A): D(A) — H est donc surjectif. L’unicité fournie par Lax-Milgram dans
H}(O) garantit en outre son injectivité sur D(A) C H}(O), d’ott sa bijectivité et I'inclusion 0, co[ C p(A).

Estimation de la résolvante :
En testant I’égalité variationnelle contre la solution elle-méme (v =u € H}(0O)) :

Mlull3, + IVullg, = (f, w)n.
Comme || Vu||3, > 0, 'inégalité de Cauchy-Schwarz donne :

Mlullz, < (f,uyre < (1 Fllpellelloe-

Si |lully = 0, la majoration |Jul[3 < ¥ f|l2 est triviale; si |Jul[3 > 0, la simplification par ||u||3 fournit immédiate-
ment :

1
lullze < 11 F 1l

Comme u = Ry(A)f, on en déduit que pour tout f € H :

IR\l < 17l don [RA(A) e < 5

O
Théoréme 4.5 (Semi-groupe engendré par l'opérateur de Laplace-Dirichlet). L’opérateur de Laplace-Dirichlet

(A, D(A)) vérifie l'ensemble des hypothéses du théoréme de Hille- Yosida sur ’espace de Hilbert H = L*(0O).
Par conséquent, il engendre un unique semi-groupe de contractions (S(t))i>0 sur H, noté symboliquement :

S(t) = e, Vt>0.

Démonstration. Existence : La linéarité, la densité du domaine D(A) dans H et le caractére fermé de A ont été
établis a la Proposition 4.3. De plus, la Proposition 4.4 assure que ]0, 00[ C p(A) et fournit la majoration uniforme
de la résolvante :

1
[BA(A) 2wy < T A>o0

Toutes les hypothéses étant vérifiées, le théoréme de Hille-Yosida (Théoréme 4.4) garantit I'existence d’un semi-
groupe de contractions (S(t));>0 sur H admettant A pour générateur infinitésimal.

Unicité : L’unicité du semi-groupe associé a ce générateur découle directement de la Proposition 4.1. O
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Considérons le probléme de Cauchy non homogéne associé a 'opérateur de Laplace-Dirichlet :

w(t) = Au(t) + f(t), t€0,T],
_ (1)
u(0) = uy,
olt ug € H = L?(O) est la condition initiale et f € L*([0,T];H) est un terme source donné.

Si f n’est pas réguliére (par exemple seulement intégrable en temps), ce probléme n’admet généralement pas de
solution classique au sens fort (dérivable en temps et a valeurs dans D(A)). En multipliant formellement 1’équation
par le facteur intégrant e ' et en intégrant entre 0 et ¢, on obtient la formule de Duhamel, qui motive la définition
suivante.

Définition 4.6 (Solution mild et formule de Duhamel). Soient ug € H et f € LY([0,T];H). On appelle solution
mild du probléeme de Cauchy (1) toute fonction u € C([0,T);H) satisfaisant la formule de Duhamel :

t
u(t) = e uq + / =B f(s)ds, Vit e [0,
0

Théoréme 4.6 (Existence et unicité de la solution mild déterministe). Pour tout ug € H et toute source f €
LY([0,T];H), le probleme d’évolution (1) admet une unique solution mild au sens de la Définition 4.6.

Démonstration. L’expression de u(t) étant explicitement et uniquement imposée par la formule de Duhamel, 'unicité
est immédiate.

Pour établir existence, il suffit de vérifier que 'application u: [0,T] — H définie par la formule de Duhamel est
bien continue, c’est-a-dire que u € C([0,T]; H).

Terme homogéne : L’application ¢ + e'®ug est continue sur [0,7] & valeurs dans H d’aprés la continuité forte
du semi-groupe (Définition du Cy-semi-groupe).

Terme de convolution : Posons v(t) = fot e(t=5)A f(s) ds. Soient t € [0,T] et h > 0 tel que ¢t + h € [0,T]. On
décompose 'accroissement sous la forme :

h
v(t+h) —v(t) = /t+ e(t+h—s)Af(S) ds — /t e(t—s)Af(S) ds

0 0

t+h ¢
= / e(t+h_s)Af(s) ds + / (ehA — Id)e(t_s)Af(s) ds.
t 0

En passant a la norme dans H, la propriété de contraction du semi-groupe (||etA||L(H) < 1) donne :

t+h t
[o(t +h) = o(t)[n S/t 17 (8)ll d8+/0 I(e"® —Td)el =2 f(s) |3 ds.

Lorsque h — 071 :
— le premier terme tend vers 0 par absolue continuité de I'intégrale de Lebesgue d'une fonction dans L*([0, 7)) ;
— dans le second terme, pour presque tout s € [0, t], 'intégrande tend vers 0 par continuité forte du semi-groupe
au point =92 f(s) € H, et est dominé par 2|/ f(s)||3 € L([0,]). Le théoréme de convergence dominée de
Lebesgue assure donc que cette intégrale tend vers 0.
Un raisonnement symeétrique pour h < 0 assure la continuité a gauche. On en déduit que v € C([0,T]; H), et donc
que u € C([0,T]; H). O

Afin d’illustrer concrétement Paction géométrique et analytique de ce semi-groupe déterministe, nous présentons
en Figure 2 une simulation numérique de I’évolution temporelle d’une solution mild soumise & une condition initiale
discontinue.
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Evolution de la solution de I'équation de la chaleur déterministe
1.0 4 — t=0.0
|— —l £=0.0001

0.8

0.6

uft,x)

0.4

0.2

0.0

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

FIGURE 2 — Evolution temporelle de la solution mild de I’équation de la chaleur déterministe.

Sur cette simulation, I’état initial (¢ = 0) est choisi sous la forme d’un créneau discontinu. On observe immé-
diatement D'effet de lissage induit par opérateur e*® : dés I'instant ¢t = 0,0001, les cassures aux bords sont lissées
et la solution devient parfaitement lisse sur le domaine. Au cours du temps, le profil s’aplatit et diffuse vers 1’état
stationnaire, illustrant la nature dissipative du semi-groupe engendré par le Laplacien.

Une fois le cadre déterministe de 1’équation de la chaleur et la théorie des semi-groupes bien établis, nous
pouvons introduire la perturbation aléatoire. Dans la section suivante, nous combinons ces outils déterministes avec
I'intégrale stochastique en dimension infinie pour définir et résoudre 1’équation de la chaleur stochastique.

4.3 Solution mzld et régularité de I’équation de la chaleur stochastique

Nous combinons a présent la théorie des semi-groupes et 'intégration stochastique en dimension infinie. Le bruit
blanc spatio-temporel étant trop irrégulier pour définir des dérivées classiques, I’équation de la chaleur stochastique
est formulée dans le cadre de Da Prato-Zabezyk [3] comme une équation différentielle abstraite sur lespace de

Hilbert H = L*(O) :
{du(t) = Au(t)dt + o(u(t)) dW(t), te[0,T), )

u(0) = uy,

ol :
— W = (W(t))tefo,r) est le mouvement brownien cylindrique sur # introduit & la Définition 3.2;
— (A, D(A)) est U'opérateur de Laplace-Dirichlet (Définition 4.5), générateur infinitésimal du semi-groupe de
contractions (e*®);>o (Théoréme 4.5) ;
— o0: H — L(H) est un opérateur de diffusion (potentiellement non linéaire), faisant de (2) une équation
semi-linéaire.

Hypothéses sur le coefficient de diffusion

En dimension spatiale d = 1 sur un intervalle borné O = (a,b) de longueur L = b — a, 'opérateur —A avec
conditions de Dirichlet admet une base propre hilbertienne (e, ),>1 associée aux valeurs propres A, = (nw/L)? > 0
(rappelée a la Remarque 21). L’action régularisante instantanée du semi-groupe de la chaleur compense la rugosité
spatiale du bruit blanc cylindrique : pour tout t > 0, Popérateur e!” est de Hilbert-Schmidt sur H = L?(0O) et

vérifie :
T o0
/0 le*2 g ds = 3

n=1

1—e 20T N1
ALY P— .
™, o z::l o, TS oo

Par conséquent, pour que l'intégrande de Duhamel s — e(*=%)2¢(u(s)) appartienne a £5(H), il est suffisant d’imposer
que Popérateur de diffusion o prenne ses valeurs dans 1’espace des opérateurs linéaires bornés £(#). Nous formulons
les hypothéses classiques de Lipschitz et de croissance linéaire pour la norme d’opérateur :

(H1) Condition de Lipschitz : il existe une constante C; > 0 telle que pour tous u,v € H :

lo(u) = o()llcay < Cillu— vl
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(H2) Condition de croissance linéaire : il existe une constante Cy > 0 telle que pour tout u € H :
lo(@ll 2 < Ca(1+ [full).-

Cette formulation englobe directement le cas canonique du bruit additif (o = Idy, ou [|Id|| ) = 1).

Solution mild et espace des trajectoires

Faute de régularité spatiale suffisante pour définir une solution forte, on utilise la méthode de la variation de
la constante (formule de Duhamel). Pour appliquer un théoréme de point fixe, on introduit ’espace de Banach des
processus prévisibles continus en moyenne quadratique.

Définition 4.7 (Espace des trajectoires Hy). Pour tout horizon T > 0, on note Hp Uespace de Banach des
processus stochastiques prévisibles w: [0,T] x Q — H tels que Uapplication t — u(t) est continue de [0,T] dans
L2(Q;H), muni de la norme :

1/2
lull3y == ( sup Ellﬂ(ﬂ%) < 00,

t€[0,T]

La formule de Duhamel fait agir le semi-groupe régularisant e(t=5)4

rité :

sur le bruit, compensant ainsi son irrégula-

Définition 4.8 (Solution mild et formule de Duhamel stochastique). Soit ug € L?(£2, Fo; H) une condition initiale
donnée. On appelle solution mild de I’équation d’évolution stochastique (2) tout processus u € Hry satisfaisant pour
tout t € [0, T] Uéquation intégrale :

¢
u(t) = ePug —l—/ e=)2q(u(s))dW (s) presque sirement dans H.
0

Cette relation intégrale constitue la formule de Duhamel stochastique.

Remarque 20 (Régularisation par le semi-groupe et intégrabilité Hilbert-Schmidt). L’intégrale stochastique de
la formule de Duhamel n’est pas formelle : elle est bien définie au sens de lisométrie d’Ito en dimension infinie
(Corollaire 3.2) pour K = H.

En effet, pour chaque t € [0,T] fizé, considérons le processus intégrande s — Dy(s) := e(t_s)Ao(u(s))l[oyt] (s).

1. Caractére Hilbert-Schmidt de U’intégrande : L’opérateur o(u(s)) est linéaire borné sur H (o(u(s)) €
L(H)). En dimension d = 1, le semi-groupe de la chaleur fournit une régularisation instantanée : pour tout
s < t, Vopérateur e'=*)2 est de classe Hilbert-Schmidt sur H. La structure d’idéal bilatere de Lo(H) dans
L(H) garantit alors :

194(5)ll1s = Nl (u(s))llus < [l usllo(u(s)) |

2. Appartenance a l’espace Lgr : En exploitant la condition de croissance linéaire (H2) sur la norme
d’opérateur (Ha(u(s))H%(H) < 203(1 + ||u(s)|3,) et le fait que w € Hp, on a :

t t
||‘I’t||2LgrE{/0 <1>t<s>|%{sds} < / =% s E [l (u(s) [y ds
t
<202(1+ [[ulZ,) / |- 12 ds.

Or, en dimension d = 1, l"intégrale temporelle de la norme de Hilbert-Schmidt converge :

/||e(t5AH2 ds—Z/ Hds—z i_O:A

n=1
On en déduit que ||®.]|2, < oo, ce qui prouwve que ®; € Lgr([O,T] x Q; Lo(H)).

1— e—QAnt
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3. Calcul pratique par décomposition spectrale : En décomposant le bruit cylindrique selon les modes
propres (en)n>1 du Laplacien (Théoréme 3.1), cette intégrale coincide avec la série orthogonale convergente
dans L?(G;H) :

te(t_s)Aou s s) = 3 te(t_s)A o(u(s))e, (s
/ (u(s)) AW (s) ;/ (0(u(s))en) dBa(s)

ot (Brn)n>1 est la suite des mouvements browniens réels standards indépendants associés.

L’intégrale stochastique étant bien définie dans #H, la résolution de 1’équation se raméne & un probléme de point
fixe pour 'opérateur de Picard sur Hr.

Théoréme 4.7 (Existence et unicité de la solution mild stochastique). Supposons que le domaine O C R soit un
intervalle borné (d =1). Sous les hypotheses de Lipschitz (H1) et de croissance linéaire (H2) sur o: H — L(H), et
pour toute condition initiale ug € L?(Q, Fo; H), le probleme d’évolution stochastique (2) admet une unique solution
mild globale w € Hy sur tout intervalle [0,T].

Démonstration. On définit application de Picard ® pour tout u € Hr et tout ¢ € [0,T] par :

B(u)(t) = g + /O =98 (1 (s)) IV (s).

Etape 1 : Bonne définition de ® sur .
Soit u € Hy. Vérifions que ®(u) € Hr :
— Finitude de la norme : Pour tout ¢ € [0, T], I'inégalité (a+b)? < 2a? + 2b%, la contraction du semi-groupe
(le"® || () < 1), Visométrie d’It6 (Proposition 3.2) et la condition de croissance (H2) fournissent :

t 2
B[l (w)(6)[, < 2El|c"®uo|, + 2E H e otuts s
0

H

t 2
< 2E||uol|3, + 2/ E He(“smo(u(s))” ds
o HS

t
< 2E[Jugl%, + 2 / )3 20 Bl (u(5))2 gy s
t
< 9B uol3, + 4C3 / =92 2 (1 + Eflu(s)|2,) ds

t
< 9 Juo3, + 4C2 (1 + |ull3,,) / [elt=92 |2 ds
< 2E||uoll3, + 4C5 My (1 + [Jul3,,) < oc.

En passant au supremum sur ¢ € [0, 7], la quantité ||®(u)||#, est bien finie.
— Continuité en moyenne quadratique : Soient ¢ € [0,7] et h > 0 tel que t + h € [0,T]. Par l'inégalité
triangulaire dans L2(€;H) :

1/2

(E@(u)(t + k) — B()(t)]3)"? < (Bl —1d)e uoll3,) " + L (h) + Lo (h),

avec :

t+h 2 t+h
w2 =E| [ e aw(s)| = [ BN 0w s ds
H
< CR2(1+ ullfy,) ~—— 0,
et par isométrie d’'Ito6 :
t 2
L(h)? = /O B[ (e ~ 1)el= 2o (u(s)|| ds ——0,

en vertu du théoréme de convergence dominée de Lebesgue et de la continuité forte du semi-groupe sur chaque
composante de Hilbert-Schmidt (en effet, pour tout opérateur K € Lo(H), la série > o0, [|(e"® —1d)Ke, |3,
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converge vers 0 par convergence dominée discréte sur £2). Un raisonnement symétrique pour o — 0~ assure la
continuité & gauche. Le processus étant adapté et continu en moyenne quadratique, il admet une modification
prévisible. La trajectoire t — ®(u)(t) est donc bien un élément de Hr.

Etape 2 : Estimation des itérées de Picard.
Soient u,v € Hr. Le terme initial déterministe s’annule par soustraction. Pour tout t € [0, T, 'isométrie d’Ito,
la contraction du semi-groupe et la condition de Lipschitz (H1) donnent :

2

B8(u)(1) - o) O, = [ B[t (o uls)) — o o(e)) | ds

HS

< / et 23 Blo(u(s)) — o(0(5)) 200 d

t
<c? / 1et=92 20 Eflus) — v(s)|2, ds.

En dimension d = 1, les valeurs propres vérifient A\, > con?. Par comparaison série-intégrale, la norme de
Hilbert-Schmidt du semi-groupe satisfait pour tout 7 > 0 :

0o o) ) o ) C -

— —_ — *

HeTAHIZ{S = E e 20T < § :6 2con“T < e 200%°T 1o —75 avec C,=,/—.
n=1 n—1 0 !/ 8co

En posant L = CZC,, on a donc :

t
E[|@(u)(t) — ®(v)(t)|3 < L/ (t = )2 Ellu(s) — v(s)|5 ds.
0
Montrons par récurrence sur Uentier m > 1 que pour tout ¢t € [0,7] :

(LT(1/2)e/2)m

EJ| " (u) () — ™ (v)(£) ]|, < T(m/2+1)

lu = vl

— Pour m = 1, comme E|u(s) — v(s)||3, < [lu—v|3,,, ona:

! LT(1/2) /2
Bl (u)(0) ~ ()OI < Ll ol [ (¢ =972 ds =206/ — ol = FHD = ol
0

car ['(1/2) = /7 et I'(3/2) = /7. L'inégalité est donc vérifiée pour m = 1.
— Supposons l'estimation vraie au rang m > 1. En appliquant lestimation a ®™(u) et ®™(v), il vient :

E[|@™ (u)(t) — ™ (v)(1)]13, < L/O (t—5) P E[®™ (u)(s) — @™ (v)(s)[5 ds

(LT(/2))™

t
2 —-1/2 ;m/2

t— ds.

- T'(m/2+1) s UH;LT/O (=) 5 5

Le changement de variable s = tw fait apparaitre la fonction Béta d’Euler :

t 1
/ (t — 8)71/23m/2 ds — t(m+1)/2/ (1- w)71/2wm/2 dw = $(m+1)/2 '(1/2)l'(m/24 1)
0 0 L((m+1)/2+1)

En simplifiant par I'(m/2 + 1), on obtient :

(LT(1/2) ¢*/2)m+t
I((m+1)/2+1)

E[[ @™ (u)(t) — 2™ (v) (1)])3, < e = 13,

ce qui achéve la récurrence.
Etape 3 : Point fixe et conclusion.
En prenant la borne supérieure sur ¢ € [0, 7] dans l'inégalité établie a I’étape 2, on obtient pour tout m > 1 :
(LrQa/2)r2m
I'(m/2+1)

127 () = @™ (v)lf3, < lu = vl

70



Par croissance superexponentielle de la fonction Gamma (I'(z) — +o0o0 quand & — +00), le terme général tend vers
0 lorsque m — oo. Il existe donc un entier mg > 1 tel que :

_ (Lr@/2)T/2)me
Y Pz 1)

L’itérée ®™° est donc une contraction stricte sur 'espace de Banach complet Hr. D’apreés le théoréme du point fixe
de Banach classique, ®° admet un unique point fixe u € Hrp.

Comme ®(u) = &(P™0(u)) = ™ (P(u)), le vecteur ®(u) est également un point fixe de &0, ce qui impose
®(u) = w par unicité. De plus, tout point fixe de ® étant trivialement un point fixe de ®™°, ce point fixe u est
unique pour ®. Ce processus u est donc I'unique solution mild globale sur [0, 7. O

Décomposition spectrale en bruit additif

Bien que le Théoréme 4.7 assure ’existence et 'unicité, la solution reste implicite. Dans le cas d’un bruit additif
(¢ = Idy), la projection sur la base propre hilbertienne (e, ),>1 du Laplacien (associée aux valeurs propres —\y,
voir Evans [5, Section 6.5]) découple 'EDPS en une infinité d’EDS scalaires indépendantes, ce qui permet d’obtenir
une formule explicite.

Corollaire 4.1 (Décomposition spectrale explicite en bruit additif). Considérons le cas linéaire ow l'opérateur de
diffusion est constant, o = Idy.

Alors, chaque coefficient de Fourier u,(t) := (u(t), en)n de la solution mild est l'unique solution d’une équation
différentielle stochastique scalaire d’Ornstein-Uhlenbeck sur R :

t
un(t) = e (ug, en)pe + / =) 4B, (s),
0
0l (Bn)n>1 est la famille de mouvements browniens réels standards indépendants associés & W. Par conséquent, la
solution admet la représentation spectrale dans L?(Q;H) :

u(t) = i (exnt<uﬂaen>7{ + /t e Anlt=9) dﬂn($)> €n-
n=1

0

Démonstration. Soit n > 1. Projetons la formule de Duhamel abstraite u(t) = e*®ug + fg et=)2dW (s) sur le
vecteur propre e,.
Par continuité du produit scalaire, on a :

(u(t), en)n = (€"®uo, en)p + </t =R qw (s), en>H.

0

Ae, = e Mnle, . Le

Comme A est autoadjoint de fonctions propres (e,) associées aux valeurs propres —\,, on a e
premier terme donne donc directement (ug, e?®e, )y = e (ug, €, ) 3.
Pour le terme stochastique, en appliquant la commutation de l'intégrale stochastique avec la forme linéaire

continue = — (x,e,)3 (Proposition 3.5) :
t 0t
</ =R aw (s), en> = Z/ (e8¢ e, )3 dBr(s).
0 H o ey 0

Puisque (e(t’S)Aek,en>H = e”‘k(t’s)dkw tous les termes k # n s’annulent. Il reste uniquement l'intégrale réelle

unidimensionnelle : . :
([ eomawe.e) = [ ds,0),
0 H 0

L’expression de chaque mode wu, (t) = (u(t), e, )% est ainsi établie. La formule pour u(t) résulte de la décomposition
u(t) = 307 un(t)e,, convergente dans L?(; H) car u € Hr. O

Chaque mode de Fourier w,,(t) suit ainsi un processus d’Ornstein-Uhlenbeck indépendant. En dimension 1 avec
conditions de Dirichlet, la base propre s’explicite simplement :
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Remarque 21. La forme analytique de la base hilbertienne orthonormée (e,)n>1 de L?(O) dépend directement de
la géométrie du domaine ouvert borné O.

Par exemple, si lon se restreint a un intervalle unidimensionnel O = (a,b) de longueur L = b — a, lopérateur
Laplacien A soumis aux conditions de Dirichlet homogénes auzx bords admet pour base propre orthonormale explicite :

2 . (jr(z—a) )
— Vj € N*
( L ) ) .7 6 )
associée aux valeurs propres —\; de A (avec A\j = (%)2 >0).

Régularité temporelle des trajectoires

Contrairement au cas déterministe ou le semi-groupe régularise instantanément la solution, le bruit blanc injecte
des fluctuations a toutes les échelles. Pour obtenir la régularité holdérienne en temps par le critére de Kolmogorov-
Centsov, nous estimons I'accroissement quadratique E[[|u(t) — u(s)||%,].

Théoréme 4.8 (Régularité temporelle en dimension 1 sous bruit additif). Supposons que le domaine O C R soit
un intervalle borné (d = 1). Pour une condition initiale déterministe ug € D(A) et dans le cas d’un bruit additif
(0 =1dy ), la solution mild vérifie Uestimation des accroissements en moyenne quadratique :

u —uls 2
Bl — w3

< o0.
s,t€[0,T7], s#t |t - S|1/2

Par conséquent, d’aprés le critere de continuité de Kolmogorov-éentsov, le processus u admet une modification dont
les trajectoires t — u(t) sont presque strement B-héldériennes & valeurs dans H pour tout B < 1/4.

Démonstration. Soient 0 < s <t < T. Posons h =t — s. Par linéarité de la formule de Duhamel stochastique avec
bruit additif ¢ = Idy, laccroissement u(t) — u(s) se décompose sous la forme :

s t
w(t) — u(s) = (" — eDyug + / (=4 _ (=AY g7 () 4 / =1)A Gi (1)
0 s
=: Tinit + 11 + I2.
L’inégalité élémentaire ||a + b+ c||3, < 3(||all3, + [|b]|3, + l|c/|3,) donne :

Ellu(t) — u(s)l3 < 3 (IHinisll3; + Ell L3 +El L)) -

1. Terme stochastique principal I :
Par l'isométrie d’Tto6 en dimension infinie (Proposition 3.2), on a :

2 t
)
Calculons la norme de Hilbert-Schmidt du semi-groupe sur la base orthonormée (e, ),>1 des fonctions propres du
Laplacien Dirichlet associées aux valeurs propres \, = (nw/L)? > cn? (¢ > 0) :

t
Bl =& [ s awe)

S

2
}e(t”)AH dr.
HS

X | _ e=2Mnh

t S t
et g =3 [ 3 I
s n=1"% n

n=1

Pour majorer cette somme spectrale, supposons d’abord 0 < h < 1. Le seuil N = Lhil/ 2| est alors un entier
supérieur ou égal a 1, et vérifie N > %h_l/Q (car |x| > x/2 pour tout > 1). Scindons la série en deux échelles :

_—2Anh .
loe 7" < h, d'ou:

— Pour les basses fréquences 1 < n < N, l'inégalité 1 — e™* < x pour x > 0 entraine 3y

N 1 — e—2Anh
Y ———— < Nh<hVPh=h'2
2\

n
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— Pour les hautes fréquences n > N, en majorant 1 — e~ 2*" < 1 et par comparaison série-intégrale pour
An > cn?
o —2X\nh s
> o <n Z iﬁ / df: o :fhl/2 L C'hM2,
W 2w ~ 2c 7 N T 2¢N 7 2¢- 5h71/2

avec C' =1 < o0,
Pour 0 < h <1, on a donc E||I5]|3, < (1 +C")hY/2.Si T > 1 et h > 1, la majoration triviale 1 — e=2*»" < 1 donne
ElL|3 < Y0ly o5 = Mr < Mrhl/? (puisque 1 < h'/?). Dans tous les cas, il vient :

E||l2|2, < Ka|t — s|Y/2,  avec Ky = max(1 + C’, My).

2. Terme stochastique I :
Par l'isométrie d’Itd et décomposition sur la base hilbertienne (e,,)n>1, on a :

E||L |2, = / H(ehA - Id)e@—”AH; dr

_ Z by / o~ 2An(s1) gy
0

1— 672)\ s
_ Z _ e Aahy2,
Puisque 1 — e 225 < T et (1 —e )2 <1 — e 2" on majore directement :

72)\ h
E||L|2 < Z < K|t — s|M2,

3. Terme initial I;.;; :
Puisque uy € D(A), la formule fondamentale e®ug — e“uy = fst e™ Aug dr et la contraction du semi-groupe
(lle™® ]l z() < 1) donnent :

t
il < [ le™ Auollsedr < J¢ = o] [ Auolf
S
Comme |t — s| < TY?|t — s|'/2, on obtient :

il < 1t = sl AuolZ, < T2 Ao 3]t — s/'/2.

En sommant ces trois contributions, il existe une constante finie K > 0 telle que pour tous s,t € [0,7T] :

Ellu(t) —u(s)[|F < Kt —s|'/2.

Conclusion et critére de continuité de Kolmogorov-Centsov :
L’intégrande e*=")2 étant déterministe, la variable X = I + I, = u(t) — u(s) — Linit est une variable aléatoire
gaussienne centrée dans H (voir Remarque 16). D’aprés la Proposition 2.9 sur I'équivalence des moments gaussiens,
pour tout p > 1, il existe C,, > 0 tel que (E||X|5,)Y/P < C,(E|| X|[|2)'/2 < Cp(2K2)Y 2|t — s|1/4.

Par I’ megahte de Mlnkowskl dans LP(Q;H) et la majoration | [init||z < T3/4||Au0||7.[\t — 5|1/, on obtient :

(Ellut) = u(s)5)"7 < @IXIE)” + | Buicllae < (Co(2K2)2 + T4 Auollye ) [t = s+ =: Cylt — o]/,

ce qui donne E [[lu(t) — u(s)|[5,] < (C,)P|t— s|P/4. Soit B < 1/4 fixé. Choisissons un ordre d’intégration p > 1/4 5>
4. L’exposant temporel vérifie alors :

g:lJra avec a:§*1>0,
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de sorte que le rapport d’exposants satisfait :

a 1 1
—=-—=->0.
p 4 p

D’aprés le critére de continuité de Kolmogorov-éentsov, le processus (u(t))¢cjo, 7] admet une modification presque

stirement S-holdérienne a valeurs dans H. Cette régularité étant vraie pour tout 8 < 1/4, le théoréme est démontré.
O

2

La preuve précédente exploite le comportement asymptotique A\, ~ cn?®, spécifique a la dimension d = 1. Dés

que d > 2, la situation change radicalement :

Remarque 22 (Obstruction en dimension supérieure et criticité de d = 1). L’hypothése d = 1 est indispensable
pour obtenir une solution & valeurs dans H = L*(O). En effet, d’aprés la loi de Weyl [15], les valeurs propres du
Laplacien vérifient Uasymptotique A, ~ en®/% quand n — oo.

Par conséquent, la série de variances 22021 A, 1 converge si et seulement si d = 1. Dés que d > 2, cette série
diverge, ce qui implique que l’intégrale stochastique fg e(t_S)AdW(s) n’appartient presque sirement plus a L*(O).
Pour traiter les dimensions supérieures, il devient impératif d’affaiblir [’espace d’états en travaillant dans des espaces
de Sobolev a indice négatif ou des espaces de Besov (voir Hairer [7, 8] et Da Prato-Zabezyk [3]).

La solution exacte étant donnée par une série infinie d’intégrales stochastiques, sa simulation pratique néces-
site une discrétisation spatio-temporelle : une troncature spectrale de Galerkin en espace et un schéma d’Euler-
Maruyama en temps, étudiés dans la section suivante.

5 Analyse numérique, schémas de discrétisation et simulations

Cette section est consacrée a I’analyse numérique et a la simulation de I’équation de la chaleur stochastique, en
suivant le cadre développé par Jentzen et Kloeden [10] ainsi que Kruse [12].

Pour ramener ’'EDPS & un cadre simulable, nous introduisons d’abord une approximation spectrale de Galerkin
du bruit cylindrique et établissons sa convergence dans ’échelle fractionnaire 7 ~°. Nous formulons ensuite la
discrétisation spatio-temporelle compléte, couplant projection spectrale spatiale et schéma d’Euler-Maruyama en
temps, et démontrons les ordres de convergence forte et faible sous condition CFL spectrale. Enfin, des simulations
numériques illustrent la dynamique spatio-temporelle de la solution et confrontent les trajectoires simulées a la
régularité théorique.

5.1 Approximation spectrale de Galerkin et troncature du bruit cylindrique

Pour simuler numériquement une équation différentielle partielle stochastique, il est indispensable de ramener
I’espace d’états de dimension infinie & un espace de dimension finie. Dans cette sous-section, nous introduisons
Iopérateur de projection de Galerkin afin de définir une approximation spectrale de dimension finie du mouvement
brownien cylindrique, puis nous démontrons rigoureusement sa convergence vers le bruit complet dans 1’échelle des
espaces de Hilbert fractionnaires H 7.

Afin de rappeler le cadre, on se place sur le domaine spatial ouvert borné O = (a,b) C R. On désigne par H = L?(O)
I'espace de Hilbert sous-jacent muni de son produit scalaire usuel (-, )3, et on note (e,),>1 la base hilbertienne
de H constituée des fonctions propres du Laplacien avec conditions de Dirichlet homogénes associées aux valeurs

nm
b—a

2
propres A, > 0, satisfaisant —Ae,, = \,e, avec A\, = ( ) (voir Remarque 21).
Définition 5.1 (Opérateur de projection de Galerkin). Pour tout entier N > 1, on définit le sous-espace de
dimension finie Hy = vect(e1,...,en) C H. L’opérateur de projection orthogonale Px: H — Hy est défini pour

tout u € H par :
N

Pnu = Z(u, €n)HEn-

n=1

Proposition 5.1 (Propriétés du projecteur de Galerkin). L’opérateur de projection de Galerkin Py posséde les
propriétés suivantes :
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1. Caractére contractant : Pour tout u € H, ||Pyull3 < ||ull%, ce qui implique || Pn |2y < 1 (et [|Pn||zin) =
1 pour tout N >1);

2. Projecteur orthogonal : L’opérateur Py est idempotent (P% = Py ) et auto-adjoint (P = Py);

3. Convergence forte vers l’identité : Pour tout u € H, la suite (Pyu)n>1 converge vers u dans H, soit :

[Py =l = 0.

Démonstration. 1. Caractére contractant :
Soit u € H. La famille (e;,),>1 étant orthonormée dans H, l'identité de Pythagore donne directement :

N 0o
1Prullf =D (u,en)3y Z u, en)yy = [[ulf-
n=1 n=1

En prenant la racine carrée, il vient || Pyull3 < |lull3, ce qui prouve la contraction et assure || Py || (%) < 1. Puisque
Pyey = ey avec |le1]|y = 1, on a exactement ||Py|[z) = 1.

2. Idempotence et caractére auto-adjoint :
Par orthonormalité de la famille (e, )n>1, on a (ex,en)u = dkn, d’o0 Pyer, = e pour tout k € {1,...,N}. Par
linéarité continue de Py :

N N N
P]%,u = PN (Z(u, €k>’Hek> = Z(u, 6k>7—LPN€k = Z(u, ek>’Hek = PNU.

k=1 k=1 k=1
Soient ensuite u,v € H. Par bilinéarité et symétrie du produit scalaire réel dans H :

N

N
(Pnu, v)y Z Uy en)p{en, Vg = < Z(U,€n>7{€n> = (u, Pyv)y
ne1 H

n=1
L’opérateur Py coincide donc avec son adjoint Py, ce qui établit qu’il s’agit d'un projecteur orthogonal.

3. Convergence forte vers ’identité :
Pour tout w € H, ’écart avec sa projection s’écrit u — Pyu = ZZO:NH(UJ, en)pen. L'identité de Parseval dans H
assure :

o0
lu = Pyullfy = ) (u,en)i.
n=N+1
La série > o (u,e,)3, = |ul|3, étant convergente, son reste d’ordre N tend vers 0 lorsque N — co. On en conclut
que limy_, || Pvu — u|lgy = 0, prouvant la convergence forte de Py vers Idy. O

Le mouvement brownien cylindrique W (t) = 3.7, B, (t)e,, est formellement défini comme une somme infinie
de mouvements browniens réels standards indépendants. D’un point de vue numérique et algorithmique, il est
impossible de simuler un tel objet continu car cela nécessiterait de générer une infinité de variables aléatoires
indépendantes & chaque pas de temps. De surcroit, comme établi & la Section 3.1, la trajectoire W (t) n’appartient
presque stirement pas a 'espace d’états H = L*(O) car sa variance formelle y est infinie : E[|W (¢)[]3,] =t> -, 1=
+00.

Afin de construire une approximation calculable sur machine, on tronque spectralement le bruit en projetant
ses composantes sur le sous-espace de dimension finie H .

Définition 5.2 (Mouvement brownien cylindrique tronqué). Soit W (t) le mouvement brownien cylindrique défini
sur [0,T] (voir Section 3.1). Pour toutt € [0,T] et tout entier N > 1, on définit le mouvement brownien cylindrique
tronqué a lordre N, noté Wi (t), par la projection orthogonale :

N
Wi (t) = PnW(t) = Z Bn(t)en,
n=1
ot (Bn(t))ecio,r) pourn € {1,..., N} est une famille de mouvements browniens réels standards mutuellement indé-

pendants.
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Pour tout N > 1 fixé, Wy est un processus gaussien a trajectoires presque stirement continues dans le sous-espace
de dimension finie Hy C H. Toutefois, pour quantifier rigoureusement ’erreur commise lors de cette troncature
spectrale et justifier la convergence de Wy vers le bruit complet W lorsque N — oo, il est nécessaire de munir
I’espace d’une topologie affaiblie dans laquelle W admet une existence rigoureuse. C’est I'objet de 1’échelle des
espaces de Hilbert fractionnaires.

Définition 5.3 (Echelle des espaces de Hilbert fractionnaires H"). Soit (e, )n>1 la base hilbertienne de H = L*(0)
formée des fonctions propres du Laplacien Dirichlet et (A, )n>1 la suite des valeurs propres associées (—Ae, = Apey ).
Pour tout exposant réel v € R, on définit Uespace de Hilbert fractionnaire H" = D((—A)"/?) par :

oo o0
T — {’U = Zvnen |v||? := Z N o? < —l—oo} ,
n=1 n=1

muni du produit scalaire (u,v), =Y o0 | Al Upvy,.

Pour r = 0, on retrouve I’espace de base H = H = L?(0O). Pour r > 0, les espaces H" s’identifient & des sous-
espaces de Sobolev de régularité accrue inclus dans H (avec notamment H! = H}(O) et H? = H2(O) N HL(O) =
D(A)).

A Tinverse, pour r = —§ < 0 avec § > 0, l'espace H~° est le complété de H pour la norme & poids négatif
[v]|—s = (Xnq A’ (v, €n)3) 1/2, correspondant au dual topologique de H? par rapport au pivot H. Cette échelle

n=1"n
d’espaces fournit le cadre fonctionnel naturel pour établir la convergence du bruit tronqué.

Théoréme 5.1 (Convergence du bruit cylindrique tronqué). Soit T > 0. Pour tout exposant § > %, la suite de
mouvements browniens cylindriques tronqués (Wy)n>1 converge vers le mouvement brownien cylindrique W dans
Uespace de Hilbert fractionnaire H=° au sens de la moyenne quadratique :

lim sup E [||W(t) - WN(t)||2—6] = 0.
N—=ootelo,1)

De plus, lerreur de troncature vérifie la majoration uniforme en temps :

)

7 < 4CsTN~20-1)

oo
E | sup [W(t)—Wn(t)|2s| <4T )
te[0,T] n=N+1

ot Cs > 0 est une constante finie indépendante de N et de T'.

Démonstration. Soit t € [0,T]. Par définition du mouvement brownien cylindrique (Section 3.1) et de sa projection
de Galerkin Wy (t) = PyW (t), I'erreur de troncature s’exprime comme le reste de la décomposition spectrale :

W) = Wa(t)= Y Bult)en.
n=N+1
Par définition de la norme de I'espace fractionnaire =% (Définition 5.3), la norme au carré de ce reste s’écrit :
oo oo 2 o0
W) - W2 = > A7 < > ﬂk(t)ek,en> = D> A
n=N+1 k=N+1 H n=N+1

Puisque tous les termes de la série sont presque stirement positifs ou nuls (A°3,(t)2 > 0), le théoréme de Fubini-
Tonelli autorise 'interversion de ’espérance et de la sommation infinie :

E[|W(t) - W25 = D ACEBa(1)).
n=N+1

Chagque processus (By,(t))iefo,7] ¢tant un mouvement brownien réel standard issu de zéro, on a E[3,(¢)?] =t < T
On en déduit I'identité exacte :

E (W) - Wa@)2] =t S Aié
n=N+1"T"1
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Pour évaluer le comportement de cette série spectrale, rappelons que les valeurs propres du Laplacien de Dirichlet
sur O = (a,b) sont données explicitement par :

2
T
A = con®  avec coz(b ) > 0.
—a

Par conséquent, pour tout é > 0, le terme général vérifie :

1 (b—a\* 1

XN\ T n20’
Sous I’hypothese § > %, I'exposant vérifie strictement 26 > 1. La série de Riemann » -, ﬁ est donc convergente.
Par le théoréme de comparaison des séries & termes positifs, la série Y7 | A, % converge également dans R.

Le terme > 7 . 1 A, % représente le reste d’ordre N d'une série numérique convergente; il tend donc vers 0

lorsque N — co. De surcroit, par comparaison série-intégrale pour la fonction décroissante x — x=2% sur [N, +oo],
on obtient la majoration quantitative du reste :

00 1 0o N7(2671)
< 200, -
n;ﬂ n2s = /N R Y S

26 -
En posant C5 = (b_—“) qu < 400, il vient :

T

sup E[[W(t) - Wx@)Is] <7 3

t€[0,T]

Enfin, pour établir le controle uniforme sur les trajectoires, observons que pour chaque N > 1, le processus d’erreur
My (t) :== W(t) =Wy (t) = >0 ni1 Bn(t)en est une martingale continue de carré intégrable a valeurs dans l'espace
de Hilbert séparable % ~°. L’inégalité maximale de Doob dans % ~° donne :

=1
E | sup [[W(t)— Wn(t)|?5| <4E[[W(T) - Wn(D)|%5] =47 > 7 < 4CsTN~ (20—
t€[0,T] neN41n
ce qui achéve la démonstration. O

Remarque 23 (Précision du seuil critique 6 > 1/2 et régularité du bruit). Le seuil § > 1/2 est optimal en dimension
spatiale d = 1. En effet, pour § < 1/2, Uexposant de Riemann vérifie 26 < 1, de sorte que la série y -, A0 diverge
vers +o0o. En particulier, pour § = 0, on retrouve l’espace H° = L?(O) dans lequel la norme au carré du bruit
blanc cylindrique a une espérance infinie (E[||W(t)||3,] = +oc). Le mouvement brownien tronqué Wy (t) constitue

ainsi une régularisation spatiale lisse (élément de Hy C C®(0)) d’un bruit idéal singulier qui ne vit que dans les
distributions aléatoires d’indice négatif H=°.

Mouvement Brownien Cylindrique: Norme L2 vs Norme H-1

1000 A

800 q

Norme L2
T

400

2001

T T T T T T
0 200 400 600 800 1000

FIGURE 3 — Divergence de la norme L? du bruit blanc tronqué (||[Wy (t)||z2 ~ v/N) opposée a la convergence de sa
norme dans l'espace de Sobolev négatif |[Wy (t)||g-1 (6 =1>1/2).
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5.2 Schémas de discrétisation

La simulation numérique d’une EDPS requiert une double discrétisation pour s’affranchir de la dimension infinie
de son espace d’états : une projection spatiale sur un sous-espace spectral de Galerkin et une intégration temporelle
pas a pas. Nous présentons ici I'analyse d’une approximation spectrale par Galerkin en espace couplée au schéma
d’Euler-Maruyama en temps, ainsi que 1’étude de leurs vitesses de convergence forte et faible.

On désigne par O = [a, b] I'adhérence de notre domaine ouvert borné O C R.

Définition 5.4 (Discrétisation spatiale du Laplacien par projection de Galerkin). Soit Py : H — Hy opérateur de
projection de Galerkin sur le sous-espace de dimension finie Hy = vect(ey,...,en) C H introduit & la Définition 5.1.
L’opérateur de Laplace-Dirichlet (A, D(A)) est approché sur Hy par sa restriction projetée An: Hy — Hy définie
par :

AN = PNAPN.
Puisque les fonctions propres satisfont Ae, = —Ape, € Hy pour tout n € {1,..., N}, Uopérateur Ay est diagonal
dans la base hilbertienne (ey,...,en) et s’identifie a la matrice Ay € RV*N donnée par :
- 0 ... 0
0 X ... 0
AN:diag(—/\l,...,—)\N): . . . . )
0 0 ... —Ay

ot (A\n)N_, sont les valeurs propres associées aux fonctions propres (e,)N_, du Laplacien soumis aux conditions de
Dirichlet homogénes sur O.

On introduit une subdivision uniforme de l'intervalle de temps [0,7T] de pas At = T/ K, définissant les instants
discrets ty = kAt pour k € {0,...,K}.

Définition 5.5 (Schéma d’Euler-Maruyama spectral). On munit Hy = vect(eq,...,en) de lisométrie avec RY
qui associe a tout vecteur U = [uy,...,uy]T € RN lélément uy = Zf:[:l Unen € Hn, vérifiant |U|ry = |lun||x-
On identifiera souvent U* & son représentant dans Hy .

Pour Uopérateur de diffusion o: H — L(H), on désigne par X(U*) € RN*N q matrice de coefficients :

S(UR)ij = (o(UM)ej,e)n, Vi, je{l,...,N}
Le schéma d’Euler-Maruyama spectral est alors défini par la relation de récurrence dans RN :

UFHt = UF + AtANU" + S(UR)AWE, Yk € {0,...,K — 1},

o :
— la condition initiale discrete est U = [uf, ..., ul]T € RN avec ud = (ug,en)p pour tout n € {1,...,N}, de
sorte que l’élément associé dans Hy est Pyug ;
— AW]’\“, = [Aﬁf,...,Aﬁ]’ﬁ,]T € RY est le vecteur des incréments stochastiques, dont les composantes sont

des variables aléatoires indépendantes de loi N'(0,At) définies par ABF = B, (tr+1) — Bn(tr), représentant
Paccroissement du bruit brownien cylindrique tronqué W (tg+1) — Wi (tr) (Définition 5.2).
L action matricielle S(U*)AWE coincide ainsi avec les composantes dans la base (e,)1<n<n de la projection or-
thogonale Py (a(U*)AWE).

Avant d’énoncer les théorémes de convergence, il est indispensable d’établir la condition de stabilité requise par
notre schéma numérique explicite.

Proposition 5.2 (Stabilité et condition CFL spectrale (cas additif)). Considérons le schéma d’Euler-Maruyama
spectral explicite (Définition 5.5) appliqué au cas d’un bruit additif (oc(u) =0 >0).
Soit € €]0,1[. Sous la condition CFL spectrale sous-critique :

2(1—¢)

At <
— )\N )
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le schéma est numériquement stable au sens ou I’énergie moyenne discréte reste bornée uniformément par rapport
au temps k > 0, au pas de temps At et au nombre de modes N :

o
1
swEmWMJ<W%H+§§jy +o0.

De plus, lorsque k — oo, ’énergie converge vers la variance stationnaire finie :

N 2
Jim E U 13, = Z An(2 = AAL)

Démonstration. Dans le cadre d’un bruit additif (o(u) = o), le schéma explicite s’écrit vectoriellement dans Hp :
UMY = (I + AtAN)U* + o AWE.

La matrice Ay = diag(—A1,..., —An) étant diagonale dans la base propre (ey)1<n<n, le schéma se découple mode

par mode :
bt = (1 - N\, At)uf +oABE, wne{l,... N}

Posons p, = 1 — A\, At. L’accroissement brownien ABF ~ N(0, At) étant centré et indépendant de la tribu Fy, , le
passage a l’espérance du carré annule le terme croisé :

E [(us™)?] = j2 [(uh)?] + o2

En notant EF = E[(u¥)?], la sommation de cette suite arithmético-géométrique fournit pour tout k >0 :

E* = 12FE0 + UZAtZ,uQJ = u?*E° + O'QAt _m; )
n

Développons le dénominateur :
L—p2 =1— (1= A% = N\ AL(2 — N\ At).

Sous ’hypothése At < , comme A\, < Ay, on a pour tout n € {1,..., N} :

2(1—¢)
AN
2= XN AE>2—-ANAEt>2—-2(1—¢€) =2 > 0.
Il s’ensuit que |u,| < 1, d’ott u2* <1 et 1 — p2* < 1. On en déduit la majoration uniforme par rapport a k :

o2t <B4 o2
A AL(2 — N\, At) 2N,

EF < E° 4+

Par l'identité de Parseval dans Hy, 'énergie totale discréte vérifie :

E[IU13] = Z <Zﬁ+f2 W%+§Z$.

En dimension d = 1, les valeurs propres croissent en \,, = con?, ce qui assure la convergence de la série de Riemann
> A, < +o0o. La borne est donc finie et strictement indépendante de N, de At et de k, ce qui démontre la

n=1"n
stabilité L2.

Enfin, comme |u,| < 1, on a limj_ o u2¥ = 0, ce qui fournit la convergence vers la variance stationnaire
annonceée. O

A présent, le but est d’analyser I'erreur commise par le schéma numérique global. Cette erreur fait intervenir les
paramétres de discrétisation : le nombre de modes spatiaux N et le pas de temps At.

Théoréme 5.2 (Vitesse de convergence forte). Soit T' > 0. On suppose que :
1. Dopérateur de diffusion o: H — L(H) satisfait la condition de Lipschitz usuelle ;

2. la condition initiale vérifie ug € D(A) presque sirement avec IE[||u0H2D(A)] < 4005
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3. le pas de temps respecte la condition CFL sous-critique : At < 2(/17;5) avec € €]0,1].
Alors, il existe une constante C > 0, indépendante de N et de At, telle que :

sup (B [Jute) — UMI3]) " < € (N2 + (a0)14).
ke{0,....,K}

Démonstration. La preuve s’articule en six étapes : la décomposition de l'erreur globale, I’estimation de la partie
déterministe, la scission de l'erreur stochastique, puis le contrdle analytique successif des quatre termes Jy, Js, Jo
et Ji1, avant la conclusion par le lemme de Gronwall discret.

Etape 1 : Formulation intégrale et décomposition de I’erreur.

Rappelons que la matrice d’itération déterministe associée au schéma d’Euler explicite sur Hy est Sa; =
I+ AtAp. Sous la condition CFL spectrale At < 2(1 —¢€)/Ap, ses valeurs propres u, = 1 — A, At vérifient |u,| <1
pour tout n € {1,..., N}, ce qui garantit la contraction uniforme :

= — < .
1Satllcen) @%"N“ At < 1

En résolvant par récurrence la relation U7t = SA,U7 + PNO’(Uj )AWIJ\',7 la solution discréte au temps tx = kAt
satisfait la formule mild discréte :
k—1
Uk = SK,Pnuo+ Y _ Sa, '/ Pyo(U))AWY.

=0

Par ailleurs, la solution continue vérifie la formule de Duhamel (Définition 4.8) :
tr
u(t) = *Bug+ [ eI a(us) dv (o)
0

Notons e* = u(ty) — U* Ierreur globale au temps ¢;. En soustrayant ces deux identités et en appliquant I'inégalité
de convexité ||a + b||%, < 2||a||3, + 2||b]|%,, il vient :

E [le*3,] < 2E [llegetll3.] +2E [ soen 3] -

tk A

avec ek . = et*Bug — SK, Pyug et le terme stochastique résiduel 1% .

Etape 2 : Controle de I’erreur déterministe e .
Décomposons 'erreur déterministe selon la projection spatiale et 'intégration temporelle :

ek = (Id — Py)e*Sug + (e — SK,) Pyug.
Par orthogonalité de la projection Py, ces deux composantes sont orthogonales dans H, d’ou :
leger |3 = 11(0d = Pr)et Su |3, + (e — SA;) Py uol,-

— Erreur de projection spatiale : Puisque ug € D(A) presque stirement et que e~2*»* < 1, l'identité de
Parseval sur la base propre donne :

o0 o

. 1 1

10 = Py)eBuollf, = D e g en)yy < 55— D Aluoen)i < 55— luolbia)-
n=N+1 N+1 p=N+1 N+1

En dimension d = 1, Ay = cgN?2, donc /\;,3_1 < CN—4
— Erreur de discrétisation temporelle : Pour tout n € {1,..., N}, posons a = e *2t et b = 1 — \,At.

L’erreur locale vérifie [a — b| < 2(\,At)% De plus, sous la condition CFL spectrale At < 2(}\7;8), on a
1—1b > # = M > e\, At. Par télescopage amorti :
Ant k k_ gk S R CS0) L At A,
Tt (1= A A =" =0 < |a—b )Y < < n
7= (= X AP o~ < o W ot < S < S
En élevant au carré, le terme en A2 se recombine exactement avec les coefficients de Fourier :
N N
_ 2 (At)? (At)?
("2 = SKo) Pruold = Y~ (7" — (1= XaAD*) (o, en)fy < ~ g D Nafuo, eny < =5 luolbia.
n=1 n=1
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En prenant 'espérance, comme E[||u0||%(A)] < 00, on obtient :
E [|lekec 3] < Caee (N4 + (A1)%) < Co (Nfl n (At)l/z) .

Etape 3 : Décomposition de I’erreur stochastique.
Réécrivons la somme stochastique discréte sous forme d’une intégrale continue en posant la fonction en escalier

K(s) = t|s/at
k—1

) . . tk
S S8 Pa(UDAW = [ SK A Py (U A Py div (),
=0 0
en utilisant le fait que dWy (s) = PndW (s). L’erreur stochastique s’écrit donc :

tr
Is],cmch _ /0 (52;1—Ls/AtJPNJ(U\_S/AtJ)PN _ e(tkfs)Ao_(u(s))) dW(S)

Par Iisométrie d’Itd en dimension infinie (Proposition 3.2) et I'inégalité de convexité, on a :

E [”Iskicoch”%[] S 4(J1 + J2 + J3 + J4)7

avec @

b k—1—|s/At 2

le/ |5k T2 P (o (U1/24) = o (uln(s))) P ds,
0
K k—1—|s/At] 2

Jy = / E||s%; Py (o(uln(s)) = ou() P ds
0
tr 2

Js = / E (sggl—ts/“JpN—e<trs>A)a(u(s))PNHHs ds,
0
tr 2

J4:/ E e(t’“_s)Ao(u(s))(Id—PN)H ds.
0 HS

Etape 4 : Evaluation des erreurs d’opérateur .J; et de troncature spatiale Jj.

Le terme J3 capte lerreur du schéma temporel sur les modes résolus (m < N), tandis que Jy quantifie 'erreur
de troncature spatiale du bruit sur les modes résiduels (m > N). Dans le cas d’un bruit multiplicatif général o(u), le
controle rigoureux de ces termes requiert I'introduction d’espaces de Sobolev fractionnaires et des estimations fines
de commutateurs d’opérateurs dont le développement technique dépasse le cadre de ce polycopié (nous renvoyons a
Kruse [12, Théoréme 3.14] pour la démonstration compléte). Pour mettre en lumiére le mécanisme d’amortissement
parabolique sans alourdir la rédaction, nous menons ici 'estimation explicite de Jy et Js dans le cas d’un bruit
additif (o(u) = 0, ot ||o||zn) < M = 0).

— Modes élevés et troncature spatiale (J;, m > N) :

Développons la norme de Hilbert-Schmidt de J4 sur la base orthonormeée (e, )m>1. Comme (Id — Py)e,, =0
pour tout m < N et (Id — Py)eéyn, = €, pour tout m > N, on a :

ty
Ji < / Jet =R o B [l (u(s)I e | ds

oo th
<a 3 [T, s

m=N-+1
e’} the
_ M2 Z / 672/\7n(tk75) ds
m=N+1 0
o 00
1 — e 2Amtr 1
= M? - < M? —
Z 2m - Z 2
m=N+1 m=N+1

En exploitant la croissance des valeurs propres A, = com? en dimension d = 1, la comparaison série-intégrale

fournit :
M X 1 M? [®dx  M?
Jy < — — < — — = =O(NY).
4= 2co Z m?2 ~ 2co /N 2 2¢gN ( )
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— Modes approchés et schéma temporel (J;, m < N) :
Puisque Pyeé,, = e, pour m < N et Pye,, = 0 pour m > N, la norme de Hilbert-Schmidt de J3 se réduit a
la somme finie sur les N premiers modes :

2
JB < M2 Z/ k 1o/ e(tkis)A)em )

_Mzz/ b=/ —Am(tk—s)|2ds.

Sur chaque intervalle temporel [t;,t;41], on décompose I’écart sous la forme :

ds

ot k—1— A (t—s) |2 k—1—j Am (te—t5) |2 fo Am (b —t; A (¢ 2
/ |,U/ .7 - m( k'_f’)‘ dS S 2At‘/’l’m_ -] _ e~ mr( k— J)‘ + 2/ ‘e_ 7YL( k— J) — e 7YL( k'_s)| ds
t t

J J

La sommation sur j € {0,...,k—1} puissurm € {1,..., N} de ces intégrales d’écart d’exponentielle constitue
une estimation standard des schémas d’approximation parabolique (voir Kruse [12, Théoréme 3.14]), qui
conduit & :

Jy < M2 Z/ k‘ 1—|s/At] m (b — s)| ds < 03(At)1/2
En sommant ces deux contributions, on obtient :

Js+Jy < C" (N—l + (At)l/Q) .

Etape 5 : Evaluation des termes J, et Jj.
— Pour J; : Par la régularité holdérienne de la solution mild continue (Théoréme 4.8), on a pour tout s €
[tj,tj+1] Vestimation E[|u(t;) — u(s)|3,] < Creg(At)l/2 En exploitant ’hypothése lipschitzienne (H1) sur o

1/2

et 'estimation du noyau singulier discret ||.S A? g Pyllig < Cu(ty — t;)~1/? établie ci-dessous, la somme se

majore par ijo At(ty —t;)71/2 < fo s71/2ds = 2/T < co. 1l vient donc :
Jy < C'(AD)Y2,
— Pour J; : Par la propriété d’idéal bilatére de L£o(H) et ’hypothése lipschitzienne (H1), on a pour tout
€ [ty tjal:
k—1—j j 2 2 || gk—1—3 S
| S Py (0 07) = ol ) P | < C3||SET P Ilef
Sous la condition CFL spectrale At < 2(/1\7;8), on a |l — \,At| < e=#*A pour tout n € {1,..., N}. Posons
m=*k—1-j>0.

— Sim > 1, la minoration m > mTH entraine (1 — \,At)?" < e=26mAnAl < p=e(m+DAAL T comparaison
série-intégrale avec A, > con? donne :

N 00

C. .
ISPl = D001 = AnA0™™ € 30 e < (o 1)
n=1 =
— Si m = 0, on a directement ||SQ,Pyll%s = ||Pn]l%g = N. Comme la condition CFL spectrale impose
An =coN2 < 2(2725), on en déduit :
2(1 —-1/2

07;)3)(A15)71/2 =: CorL ((0+ 1)At)

N<

172 pour tout m > 0. Puisque

En posant Cy = max (%,CCFL), on a donc ||SKtPN||f{S < Cy((m+ 1)At)
(m+ 1)At = (k — j)At =ty — t;, 'intégration en temps sur chaque sous-intervalle [t;,t;41[ donne :
k—1 ‘
Ji S CRCAAEY (b —t) PR [I€7]3,] -

Jj=0
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Etape 6 : Lemme de Gronwall singulier discret et conclusion.
En regroupant les estimations des Etapes 2, 4 et 5, 'erreur globale satisfait pour tout k € {1,..., K} I'inégalité
intégrale discréte :

k—1
E ("] < Ko (N1 + (A0Y2) + LAt S (1 — ;) 2B [Il7]3]
=0

ou Ky, L > 0 sont des constantes indépendantes de N, k et At.
Par le lemme de Gronwall discret a noyau singulier (voir Kruse [12, Lemme A.4] ou Dixon et McKee [4]), il
existe une constante C(L,T) > 0 telle que :

sup B [le" 3] < C(LT)Ky (N1 + (a0)12).
0<k<K

En extrayant la racine carrée et en utilisant va + b < y/a + Vb, on obtient :

sup (E [[lu(ty) — UF[2])"

<C (N—l/Q n (At)1/4) ’
0<k<K

ce qui achéve rigoureusement la démonstration. O

Remarque 24 (Régularisation spectrale et lien avec le bruit tronqué). L’estimation du terme Jy met en lumiére
le réle central de la régularisation parabolique face a la troncature spectrale. Bien que le mouvement brownien
cylindrique W n’appartienne pas & H (sa variance y étant formellement infinie, comme rappelé au Théoréeme 5.1),
laction lissante du semi-groupe de la chaleur compense la divergence des hautes fréquences en apportant un gain de
régularité de deux ordres spatiauz (A\,}). Cest ce mécanisme dissipatif qui permet au reste spectral > N 1 At
de converger vers 0 et d’assurer une erreur uniforme en N.

Remarque 25 (Perte de régularité et ordre fort en temps). L’ordre temporel en (At)Y/* (au lieu de (At)Y/? en
dimension finie) traduit ’obstruction dimensionnelle induite par H et la rugosité du mouvement brownien cylin-
drique. Le caractére multiplicatif du bruit préserve cet ordre fort de 1/4, pourvu que o satisfasse la condition de
Lipschitz (H1).

Théoréme 5.3 (Vitesse de convergence faible). Soit ¢: H — R une fonctionnelle test de classe Ci(H) (trois fois
contindment Fréchet-différentiable o différentielles bornées).

Dans le cadre d’un bruit additif (o(u) = o) et sous les hypothéses du Théoréme 5.2, les fluctuations stochastiques
se compensent en moyenne et l'erreur faible bénéficie d’un doublement des vitesses de convergence :

sup [Elg(u(tr))] — E[6(UM)]] < Cruime (N7 + (A0)"/2).
ke{0,...,.K}

ol Chaiple > 0 est une constante finie indépendante de N et de At.
Idée de la démonstration. Contrairement a 'erreur forte qui suit les trajectoires pas & pas, I’analyse de l'erreur
faible repose sur la fonction valeur déterministe v(t,z) = E[p(u(T")) | u(t) = x] définie sur [0,T] x H.

La fonction v est solution de I’équation de Kolmogorov rétrograde en dimension infinie :

{&v(t,z) + {(x, AD v(t,z))y + %tr (oa*Df:xv(t,x)) =0, te]l0,T],
o(T,z) = ¢(x).

En appliquant la formule d’It6 discréte le long de la chaine d’itérées du schéma d’Euler-Maruyama spectral
(U k)ogkg K, Uerreur s’écrit comme une somme télescopique :

E[p(u(T))] — El6(UF)] = 3" E [ulters, U — o(ty, UY)]
k=0

Grace a l'annulation des termes de dérive et de diffusion par I’équation aux dérivées partielles satisfaite par v, le
développement de Taylor fait intervenir les dérivées d’ordre supérieur D2v et D3v. L’action lissante du semi-groupe
sur ces différentielles permet de doubler les ordres par rapport a ’analyse en moyenne quadratique. Pour les détails
techniques complets de cette estimation, on renvoie a Kruse [12, Théoréme 5.12]. O
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Remarque 26 (Majoration directe par l'erreur forte en bruit multiplicatif). Dans le cas général d’un bruit multi-
plicatif o(u), Uerreur de discrétisation de Uamplitude du bruit réinjecte des perturbations & chaque pas. Si l'on ne
dispose pas de commutateurs spectrauz favorables, on peut toutefois obtenir un contréle direct pour toute observable
L-lipschitzienne via l’inégalité de Jensen :

IE[(u(ts))] — Elg(U)]]| < LE [[Jults) — U¥[ln] < L (E [Jult) - U*|2])".

Le Théoreme 5.2 fournit alors immédiatement la borne O(N~1/2 4 (At)1/*). Ce procédé direct montre que ’ordre
faible est toujours au moins égal & l'ordre fort.

5.3 Simulations

Cette derniére sous-section est dédiée a la mise en ceuvre pratique, a la visualisation et a I’analyse des trajectoires
de notre EDPS. A P’aide de loutil informatique, notre objectif est double. D’une part, nous voulons observer de
maniére concréte comment réagit la solution lorsque l'on fait varier la condition initiale ug et la fonction de diffusion
o(u) qui module l'intensité de 1'aléa. D’autre part, nous cherchons a vérifier numériquement si nos simulations
confirment les théorémes de régularité mathématique que nous avons démontrés dans les chapitres précédents.

Implémentation du schéma et stabilité : Dans la section précédente, nous avons défini le schéma d’Euler-
Maruyama spectral explicite (Définition 5.5). Concrétement, Palgorithme met & jour le vecteur des N coordonnées

spectrales U* = [u}, ... ,uﬁ“\,]T € RY a chaque pas de temps via la relation matricielle :

UMY = (I + AtAN)U* + 2(U")AWE,

ot B(U*) € RN*N représente la matrice de diffusion projetée sur les modes et AWE ~ N(0, Atly) est le vecteur
des incréments browniens indépendants.

Comme établi dans la Proposition 5.2, I'utilisation d’un schéma explicite sur les composantes spectrales impose
une contrainte de stabilité stricte dictée par le mode spatial de plus haute fréquence Ay . Pour garantir la stabilité
numérique et empécher I’accumulation divergente de la variance stochastique, le pas de temps doit impérativement
respecter la condition CFL spectrale sous-critique At < 2/An.

Reconstruction spatiale et approche pseudo-spectrale : Bien que la dynamique stochastique soit intégrée
dans l'espace spectral RV, I’évaluation ponctuelle du terme de diffusion non linéaire o (u) et le tracé des trajectoires
requiérent un retour dans l'espace physique. Sur le domaine spatial normalisé O = (0,1) (ot a = 0 et b = 1), nous
introduisons une grille spatiale uniforme de pas h = 1/(M +1) définie par les nceuds x; = ih pour i € {0,..., M +1}.

Le passage du vecteur spectral U* € RY aux valeurs nodales sur la grille spatiale u* € RM+2 geffectue par la
matrice d’évaluation spectrale P € RIM+2)XN dont les coefficients sont donnés par les fonctions propres aux noeuds
(Remarque 21) :

P, j = ej(x;) = V2sin(jma;), Vi€ {0,...,M+1},Vje{l,...,N},

de sorte que u¥ = PU*. Aux bords, les conditions de Dirichlet homogénes imposent uf = uﬁ/[ 11 =0

Pour évaluer la diffusion, on procéde de maniére pseudo-spectrale : on calcule d’abord ponctuellement les va-
leurs o(u(tx,x;)) sur la grille physique, puis on projette le vecteur résultant sur la base des fonctions propres par
quadrature trapézoidale pour obtenir les composantes spectrales requises par le schéma.

Remarque 27 (Echantillonnage spatial et critére de Shannon-Nyquist). Pour visualiser correctement les N modes
oscillants sans déformer la solution (phénomeéne de repliement spectral), le théoréme de Shannon-Nyquist stipule
que le maillage spatial doit contenir au moins deux fois plus de points que de modes (M > 2N ). Notre choiz de
N =100 et M = 200 points intérieurs garantit donc que toutes les fonctions propres sont tracées fidélement sur la
grille, sans distorsion d’échantillonnage.

Nous fixons les paramétres numériques qui seront utilisés de maniére identique pour ’ensemble de nos simulations
graphiques. Ces valeurs sont synthétisées dans le Tableau 1. Le pas de temps At est choisi pour satisfaire la
condition de stabilité spectrale At < 2/Ay, tout en assurant une résolution adéquate pour l'estimation empirique
de la régularité holdérienne des trajectoires.
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Paramétre numérique Symbole | Valeur adoptée
Nombre de points spatiaux M 200

Nombre de modes spectraux N 100

Borne inférieure du domaine spatial a 0

Borne supérieure du domaine spatial b 1

Pas spatial de la grille de visualisation h ;};“1 ~ 4,97 x 1073
Horizon temporel final T 1,0

Pas de discrétisation temporel At 1,24 x 107>

TABLE 1 — Configuration des paramétres de discrétisation pour les simulations numériques.

La trajectoire temporelle discréte nécessite ainsi un total de K = % ~ 80645 pas de temps pour atteindre I’horizon
final T'=1,0.

Simulation avec condition initiale en créneau

Pour cette premiére simulation stochastique, nous reprenons exactement la méme condition initiale en créneau
que celle utilisée pour la version déterministe (Figure 2). Cela permet de comparer directement les deux dynamiques.

La Figure 4 montre le comportement global de la solution avec le coefficient o(u) = 0,5(u 4 1). On observe bien
un aspect rugueux sur tout le domaine, tandis que la solution reste nulle aux bords =0 et x = 1.

Evolution spatio-temporelle de la solution stochastique

Solution u(t,x)

FIGURE 4 — Evolution spatio-temporelle de la solution stochastique avec condition initiale en créneau (o(u) =
0,5(u + 1)).

Pour analyser plus finement cette dynamique, nous étudions les profils de la solution aux premiers instants (Figure 5)
en les comparant a la solution déterministe (Figure 2).

Profils de la solution aux premiers instants

075 I

025

0.00 025 0.50 0.75 100
Espace (x)

FIGURE 5 — Profils spatiaux de la solution stochastique aux premiers instants pour la condition initiale en créneau.

Dés l'instant ¢ = 0,0001, la comparaison avec le cas déterministe est saisissante. Alors que le semi-groupe ther-
mique déterministe lisse instantanément les discontinuités du créneau initial (Figure 2), la trajectoire de 'EDPS
présente des fluctuations spatiales permanentes et non différentiables sous l'action continue du bruit blanc cy-
lindrique (Figure 5). A t = 0,05, alors que la solution déterministe s’est presque totalement diffusée vers I’état
stationnaire, la trajectoire stochastique continue de fluctuer & toutes les échelles autour de ce profil moyen.
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Pour évaluer empiriquement la régularité temporelle holdérienne de la trajectoire simulée, nous calculons la
moyenne temporelle des accroissements en norme H pour différents pas de décalage temporel 7 = mA¢t :

K—m—1
1

6(r) == D U™ = U,
k=0

D’aprés le Théoréme 4.8, on attend asymptotiquement E[||u(t 4+ 7) — u(t)| %] ~ 7°. L’exposant 3 est donc estimé
par régression linéaire sur le tracé en échelle logarithmique de log(§(7)) en fonction de log(7) (Figure 6).

Analyse de la régularité Hélderienne

° ériques
— — — Ajustement linéaire (Pente Béta = 0.261)

\

10 -

log(Incrément moyen)

1L

log(tau)

FIGURE 6 — Estimation numérique de l'exposant de Holder temporel pour la condition initiale en créneau (8 ~
0,261).

L’ajustement linéaire fournit une pente expérimentale 8 = 0,261, en accord remarquable avec la borne théorique
B < 1/4 = 0,25 établie au Théoréme 4.8. Le fait que la valeur numérique soit légérement supérieure a 0,25 s’explique
directement par la troncature spectrale spatiale : en limitant le bruit aux N = 100 premiers modes, on élimine les
fréquences spatiales arbitrairement élevées (n > 100) qui sont responsables de la rugosité limite en dimension infinie.
Le processus simulé est donc marginalement plus régulier que la solution continue idéale.

Simulation avec condition initiale stochastique

Pour cette seconde expérience numérique, nous remplagons le profil déterministe par une condition initiale
rugueuse simulant un bruit blanc spatial tronqué. Le vecteur spectral initial est généré selon une loi normale centrée
réduite V = [v1,...,0n]T ~ N(0,Iy), de sorte que les valeurs initiales sur la grille physique sont données par
u® = PV. Par ailleurs, nous retenons le coefficient de diffusion non linéaire o(u) = 2 cos(u) + 1.

La Figure 7 illustre la dynamique spatio-temporelle obtenue. Les fluctuations initiales de forte amplitude a ¢t = 0
imposent une échelle verticale étendue (de —20 & +30), ce qui atténue visuellement le relief des oscillations sto-
chastiques aux instants ultérieurs. Dés les premiers pas de temps, la solution relaxe rapidement vers des amplitudes
modérées, au sein desquelles le forgage stochastique demeure pleinement actif.

Evolution spatio-temporelle de la solution stochastique

Solution u(t,x)

FIGURE 7 — Surface spatio-temporelle avec condition initiale de bruit blanc spatial (o(u) = 2 cos(u) + 1).

Les profils spatiaux représentés sur la Figure 8 mettent en évidence I’effet régularisant du semi-groupe. A I'instant
initial t = 0, la trajectoire présente de fortes oscillations spatiales non corrélées. Dés ¢ = 0,0001, I'action dissipative
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du Laplacien amortit préférentiellement les composantes de haute fréquence spectrale (\,, ~ n?) et rétablit un profil
spatialement continu. A t = 0,05, I'influence de la donnée initiale a été dissipée et la solution fluctue autour de zéro
selon le régime stationnaire du bruit de fond.

Profils de la solution aux premiers instants

u(t,x)
—

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
Espace (x)

FIGURE 8 — Profils spatiaux illustrant 'amortissement rapide des hautes fréquences de la condition initiale stochas-
tique.

Analyse de la régularité Holderienne

@  Données numériques i
— = — Ajustement linéaire (Pente Béta = 0.261) -~

log(Incrément moyen)
\

log(tau)

FIGURE 9 — Estimation numérique de la régularité temporelle avec condition initiale de bruit blanc (5 & 0,261).

L’estimation numérique de la régularité temporelle (Figure 9) fournit une pente 5 = 0,261, identique a celle
mesurée pour la condition initiale en créneau et en parfait accord avec le seuil théorique de 0,25. Ce résultat
confirme que la rugosité locale des trajectoires en temps long est une propriété intrinséque de 'opérateur de forgage
stochastique cylindrique, indépendante de la régularité de la condition initiale.

Remarque 28 (Origine de 'exposant 1/4 et cas unimodal). L’exposant limite 5 < 1/4 provient de l’excitation
uniforme des modes par le bruit cylindrique, la série de variance vérifiant Zzozl % ~ T1/2
d=1.

Si lon impose une condition initiale trés lisse concentrée sur la fréquence fondamentale (u(0,z) = sin(mz) =
e1(x)) combinée & une diffusion stochastique trés faible (o(u) = 0,1u), la dynamique reste dominée par le premier
mode spectral. L’équation se réduit alors pratiquement a ’EDS scalaire régissant uq (t) sous l'action d’un unique
mouvement brownien standard $1(t). Dans ce cas dégénéré, la régularité temporelle mesurée remonte numériquement
vers B = 0,50, qui est l’exposant héldérien classique d’un mouvement brownien réel unidimensionnel.

en dimension

Simulation avec bruit coloré

Nous étudions I'impact de la corrélation spatiale du forcage aléatoire en substituant au bruit blanc cylindrique
un bruit corrélé en espace (bruit coloré). Pour ce faire, nous introduisons un opérateur de covariance spatiale
Q € L£1(H) diagonal dans la base des fonctions propres du Laplacien, caractérisé par les valeurs propres :

Qej =qje; avec gqj =3 ° Vj>1,

pour un exposant de décroissance spectrale s > 1. Cette condition de décroissance garantit la sommabilité de la

série de Riemann associée, d’ou :
oo

tr(Q) = qu = Z% < +o0.
j=1

Jj=1
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L’opérateur Q étant linéaire, symétrique, positif et a trace finie sur H, la Proposition 2.10 assure l’existence de la
mesure gaussienne sur H = L?(0). L’incorporation de ce bruit coloré consiste & appliquer la racine carrée QY2 a
laccroissement brownien cylindrique. En vertu du Théoréme 2.5 (ou de la Proposition 3.4), Paction d’un opérateur
continu A sur le bruit engendre une covariance spatiale AA*. Comme Q est auto-adjoint et positif, le choix A = Q'/?

assure que 'opérateur de covariance est :
AA* = Ql/Q(Ql/Q)* — Q1/2Q1/2 — Q

Concrétement, puisque les fonctions propres (e;);>1 diagonalisent @) avec QQe; = gje;, 'opérateur racine vérifie
QY2%e; = V/@j€j- Conformément & la construction spectrale canonique des mesures gaussiennes sur un espace de
Hilbert (Proposition 2.10, Etape 2), I'accroissement du bruit coloré tronqué s’obtient en pondérant chaque mode
brownien par son écart-type spectral /q; = j —s/2

N N N
QVPAWE =3"QVA(ABYe;) = g ABle; = 20k
j=1

j=1 j=1

Pour tous modes i,m € {1,..., N}, I'indépendance des accroissements réels E[ASFABE | = At §; ,,, restitue bien la
structure de covariance attendue sur 'intervalle [tg, tx11] :

E[(Q2AWE, e (Q2AWE, em)n| = Vit EIABEABL] = At gidim = AHQes, e,

ol les (Aﬁf)lg j<n demeurent des variables gaussiennes réelles indépendantes de loi N'(0, At).

Afin d’isoler I'influence stricte de cette corrélation spatiale, nous retenons un profil s = 2,0 et conservons
I’ensemble des autres paramétres de discrétisation : la condition initiale en créneau discontinu, ’horizon temporel
final T'= 1,0 et le coefficient de diffusion o(u) = 0,5(u + 1).

Evolution spatio-temporelle de la solution stochastique . . ) .
100 Profils de la solution aux premiers instants

Solution u(t,x)
u(t,x)
o
&
3

0.4

06
Temps (t)

oo 0.00 0.25 050 075 1.00
Espace (x)

FIGURE 11 — Profils spatiaux avec bruit coloré (s =

FIGURE 10 — Surface spatio-temporelle avec bruit coloré 2.0)

(s =2,0).

La Figure 10 met en évidence une régularité spatiale considérablement accrue par rapport au cas du bruit
cylindrique. En atténuant rapidement ’amplitude des fréquences élevées (¢; = j —2), I'opérateur de covariance Q
filtre les petites échelles spatiales et empéche 'apparition des micro-oscillations rugueuses non différentiables.

Les profils instantanés (Figure 11) confirment ce lissage spectral : aux instants ¢ = 0,0001 et ¢ = 0,002, la
solution diffuse de fagon beaucoup plus continue et structurée, tout en intégrant des fluctuations macroscopiques
cohérentes induites par les modes de basse fréquence.

Enfin, analyse de régularité holdérienne (Figure 12) montre une modification significative de la dynamique :
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Analyse de la régularité Holderienne

@  Données numériques <
— — — Ajustement linéaire (Pente Béta = 0.487)

cuso | 0
10 -

1071 | -

107200 -

10725 | -

log(Increment moyen)

1250 | e

log(tau)

FIGURE 12 — Régularité de Holder avec bruit coloré (s = 2,0, 8 ~ 0,487).

On observe ici une pente 5 = 0,487. Cette valeur, nettement supérieure a celle obtenue pour le bruit blanc (8 ~ 0,26),
illustre mathématiquement ’effet de la régularisation : en filtrant les hautes fréquences, le bruit coloré permet a
la trajectoire d’étre plus réguliére en temps, se rapprochant ainsi d’'un comportement plus proche de la diffusion
déterministe tout en conservant une signature stochastique propre a 'opérateur de covariance choisi.

Simulation avec schéma d’Euler-Maruyama semi-implicite

Afin de s’affranchir de la contrainte CFL spectrale imposée par le schéma explicite (At < 2/A\y), nous mettons
en ceuvre le schéma d’Euler-Maruyama semi-implicite (drift implicite, diffusion explicite). La mise a jour du vecteur
spectral U* € RN g’écrit :

(I — AtAN)UM = U 42U AWE.
Puisque la matrice laplacienne discréte Ay = diag(—Aq,...,—An) est diagonale dans la base de Fourier, I'inversion
de 'opérateur est immédiate et s’effectue sans surcott algorithmique mode par mode :

1
ukt = Tr AL (uk + (E(Uk)AW]’f,)n) , ¥Yne{l,...,N}
Ce schéma bénéficie d’une stabilité inconditionnelle sur sa composante déterministe (les multiplicateurs vérifiant
0< m < 1 pour tout At > 0).

Pour analyser le schéma semi-implicite en regard de ’approche explicite, nous conservons les mémes parameétres
physiques et de maillage (condition initiale en créneau, bruit blanc, o(u) = 0,5(u+1), N = 100 et At = 1,24 x107?),
mais nous élargissons les instants d’observation (¢ € {0,001;0,02;0,5}) afin de mettre en évidence la stabilité
inconditionnelle et I’amortissement sur des temps plus longs.

Evolution spatio-temporelle (implicite, bruit blanc)

1.00 Profils de la solution aux premiers instants
100 b A pu— )
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\
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0.00 025 050 075 1.00
Espace (x)

FIGURE 14 — Profils spatiaux avec schéma semi-

FIGURE 13 — Surface spatio-temporelle avec schéma . -
implicite.

semi-implicite.

Comparée aux résultats du schéma explicite, la Figure 13 présente une dynamique globale similaire, mais avec
un relief de surface visuellement atténué. L’analyse des profils instantanés (Figure 14) confirme cette observation :
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aux instants ¢ = 0,001 et ¢ = 0,02, les trajectoires présentent des oscillations moins découpées. Cette différence
traduit la dissipation numérique inhérente au schéma implicite, dont ’opérateur résolvant amortit prématurément

les modes de haute fréquence injectés par le bruit.
L’estimation numeérique de la régularité temporelle (Figure 15) corrobore quantitativement cette dissipation.

Analyse Holderienne (implicite)
1005 L
el
Données numériques ‘ -
— — — Ajustement linéaire (Pente Béta = 0.309)

F1o L -
10 P

log(Increment moyen)
@
A

log(tau)

FIGURE 15 — Estimation de la régularité de Holder avec schéma semi-implicite (5 = 0,309).

L’ajustement en échelle logarithmique fournit ici une pente expérimentale 5 = 0,309, supérieure a celle mesurée
avec le schéma explicite (8 = 0,261) et s’écartant davantage de la borne continue 8 < 0,25. Cet écart s’explique
par l'action de l'opérateur résolvant (1 + \,At)~! sur l'incrément de bruit stochastique & chaque pas de temps.
Bien que la résolvante soit paradoxalement moins dissipative sur la dérive déterministe que le semi-groupe exact
(1+ A, At) "1 > e~ A%) "son application directe au terme de diffusion fait chuter la variance injectée sur les modes
élevés en O(\;%) = O(n™%) au lieu de O(A\;!) = O(n~2) pour la convolution stochastique continue. Ce filtrage

sévere des hautes fréquences du bruit cylindrique atténue la rugosité spatio-temporelle et rend la trajectoire discréte
artificiellement plus lisse en temps.
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