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Chapitre 1

Intégration numérique et points de
Gauss

1.1 Préliminaires

b
On souhaite évaluer numériquement une intégrale I(f) = / f(x) dz ou f est une fonction
a
continue sur un intervalle [a, b] avec a < b.

On cherche une approximation de I(f), notée J(f) sous la forme :

N
J(f) = Z)\if(:ci), ou les points x; € [a, b].
=0

Les x; sont appelés : les points d’intégration, et les coefficients \; : les poids d’intégration.

1.2 Intégration des polynomes

4[ Théoréme 1.1 : }

Supposons que les points d’intégration x; sont imposés avec :

a<zg<- <z <bh

Dans ce cas, il existe un jeu unique de \; tel que I(f) soit exactement égale a J(f) pour
tout polynéme de degré n.

Démonstration. Par linéarité de I et J, il suffit que I(f) = J(f) pour tout f : z +— ' avec
0<1<n.

Les poids d’intégration sont alors solution du systeme linéaire ci-dessous, qui admet une
unique solution, car
n

det(A) = [ (wi—a;) #0.

i=1ji

b2 — o2

bn—i—l o an-{—l

n+1



Remarque : A est la matrice de Vandermonde.

Pour n =0, zg = a.
On trouve \yg = b — a.

Soit J(f) = (b—a) - f(a),

c’est la méthode des rectangle a gauche.

Lo

Pour n =0, zg = 0.
On trouve A\g = b — a.

Soit J(f) = (b—a)- f(b),

c’est la méthode des rectangles a droite.

o

a+b
5
On trouve \g = b — a.

smth):(h—@'f<a+b)

Pour n =0, zg =

2
c’est la méthode du point milieu.

Pourn=1, g =a, xr1 =b;

On trouve \g = \; = b;a.
Soit J(f) = (b—a) - w7

c’est la méthode des trapezes.

/‘

Trog X1




Pour n =2, zg = a, x1 =

On trouve A\g = \g = ; yet A\ =

SoitJ(f):b_a- a i

AT

ZTo T1 T2

Remarque : On peut constater qu'une méthode avec n+ 1 points distincts peut étre exacte
pour des polynomes de degré < n.

Méthode Nombre de points | Degré d’exactitude max (d)
Rectangle (gauche/droite) 1 0
Point Milieu 1 1
Trapezes 2 1
Simpson 3 3

TABLE 1.1 — Degré maximal des polynémes pour lesquels l'intégration est exacte.

Préambule : La formule de Taylor-Lagrange

La formule de Taylor-Lagrange est un outil central en analyse numérique. Elle permet d’ap-
procher une fonction réguliere par un polynéme, tout en quantifiant 'erreur commise via un
terme appelé le « reste ». Contrairement a la formule de Taylor-Young, qui décrit un compor-
tement local (limite), la version de Lagrange fournit une égalité valable sur tout un intervalle,
généralisant ainsi le Théoréme des Accroissements Finis.

4[ Théoréme 1.2 : - Formule de Taylor-Lagrange }

Soit f une fonction de classe C"*! sur un intervalle I et soient a,z € I. Il existe un réel ¢
compris strictement entre a et x tel que :

" f®)(a
=2 k!()

(.I' _ a)nJrl

(z —a)* + RSN

f(z)

FD(e).

k=0




4[ Théoréme 1.3 : - Formule de Taylor avec reste intégral }

Soit f une fonction de classe C"*! sur un intervalle I et soient a,z € I. Alors :
" k) (g (x—t)" .,
f(x) = Z k-l( )(x _ a)k +/ (nl)f( +1)(t) dt.
k=0 : @ :

1.3 Intégration des fonctions régulieres

On aura pas nécessairement I(f) = J(f), on se demandera alors dans quelle mesure J(f)
est une bonne approximation de I(f).

Notation : On notera E(f) = J(f) — I(f) erreur de la méthode d’intégration.
4[ Théoréme 1.4 : - Erreur pour la méthode des rectangles a gauche ]—

Sin=0,z9=aet f est de classe C! sur [a,b], alors

b—a)?
O qup 1))
z€[a,b]

[E(f)] <

Démonstration. Rappelons que pour la méthode des rectangles & gauche (avec un seul rectangle),
lapproximation vaut J(f) = (b — a)f(a). On peut réécrire ce terme sous forme intégrale :
b

(b—a)f(a) = / f(a) dz. L’erreur s’écrit alors :

a

b b b
B = [ faydo = [ f@) do= [ (@)~ f(@) da.
D’apres 'inégalité des accroissements finis appliquée a f entre a et z (pour z € [a,b]) :

[f(z) = f(a)| < |z —al - sup [f'(2)].

te[a,b]

En passant a la valeur absolue dans I'intégrale (inégalité triangulaire) :

B =|[ U@ - 1) da

< [17@ s de

b
< | sup |f r—a)dr
< (s 1101) [0

Or, le calcul de la primitive donne :

[E(f)] <

2 z€[a,b)



4[ Théoréme 1.5 : - Erreur pour la méthode du point milieu }

b
Sin:O,acO:a+

et f est de classe C? sur [a,b], alors

b= @)°
201 < P2 wup (7).
24 z€[a,b]

, , at+b TP . o
Démonstration. Posons m = ——. D’apreés l'inégalité de Taylor-Lagrange a 1’ordre 2 appliquée
en m, pour tout x € [a,b], on a :

2
x—m
£() — (£ + &~ m) P om)] < T s 170
t€la,b]

b
Rappelons que J(f) = (b—a)f(m) = / f(m) dz. Lerreur s’écrit :

b

B(H) =90~ 1) = [ gy do— [ sta)

a
Remarquons que l'intégrale du terme impair (x — m) est nulle par symétrie autour de m :
b

(& — m)j

=0.

[/t st ao = g [

a
On peut donc introduire artificiellement ce terme nul dans ’expression de I’erreur pour faire
apparaitre la formule de Taylor :

b
| )+ @ = m)fm) = f(a) do
b

< [ [f@) = (fm)+ (@ —m)f'(m))| do

BN =

Il ne reste plus qu’a calculer 'intégrale du polynéme. En posant le changement de variable

U=ITr—m:
b—a
b L 3172 3 3
9 T u 2 b—a) (b—a)
/a(”” m)” dw /_bg“ B l3]_b_a 3( 2 12
2

1
En n’oubliant pas le facteur 3 présent dans l’inégalité, on obtient finalement :

1 _ (b B a)3 "
= = sup x)|.
2 12 sefan) 24 me[a,b]‘f @)

[E()] <

4[ Théoréme 1.6 : Démo. admise ]

Soit une méthode d’intégration J & n points exactes pour des polynémes de degré p > n.

Alors si f est de classe CPT! sur [a, b],telle que :

|E(f)| = K(b— a)f*? ha |f® (@),
z€la,

ou K = K(p) est une constante indépendante de f, a et b.




Remarque : On a [E(f)| < |K|(b — a)?*? sup |f®+Y(c)], mais on ne peut pas en déduire
c€la,b]
que E(f) — 0 quand le nombre de points d’intégration augmente.

Nous somme donc conduit a introduire des méthodes dites d’intégrations composites.

1.4 Méthodes composites

Principe : L’idée est de découper 'intervalle [a,b] en plusieurs petits sous-intervalles, et
d’appliquer une méthode d’intégration simple (dite « locale ») sur chacun d’eux. Soient des
points d’intégration fixés sur l'intervalle de référence [0, 1], tels que 0 < & < -+ < &, < 1. Soit
J une méthode d’intégration élémentaire, exacte pour les polynémes de degré n sur [0, 1] :

n

J(f) =D mif (&),
i=0
ou les u; sont les poids d’intégration associés. Passage a un intervalle quelconque :

Considérons un polynéme @) de degré < n sur un intervalle général [a, b]. Par le changement de
variable affine t = (b — a)€ + a (ou dt = (b — a)d§), on obtient :
b 1
[awa=we-a [ a-os+ad

L’approximation devient alors :

/ab Q(t) dt ~ (b—a) ZMQ((() — Q)&+ a).

4[ Définition 1.1 J

Soit o = (g, 1, ..., %) une subdivision de [a,b] telle que a = 9 < 1 < -++ < X, = b.
Une méthode d’intégration composite consiste & approcher l'intégrale I(f) par la somme des
approximations sur chaque sous-intervalle [zy_1, z] :

b
1= [ fa)de
= Z " f(x)dx

k=1"Tk—-1
m

= Sk m) [ f( - )6+ )

k=1
m n

> (wk — mp—1) Y pif (T — Th—1)& + Th—1)
k=1 i=0

= H(f).

Q

Cas particulier : Subdivision réguliéere

b—a
Si la subdivision est réguliere, on a z = a + kh avec le pas constant h = ——. La formule
m

se simplifie en :

H(P) =033 uf (a+ (k=14 6)h).




4[ Théoréme 1.7 : - Erreur globale pour les méthodes composites }

On suppose que la méthode locale est d’ordre p. On a alors la majoration globale :

[H(f) = I(f)] < 1K|(b—a) sup |0 (@),

z€[a,b]

ou K ne dépend que de p et h le pas de la subdivision.

Démonstration. Notons m le nombre de sous-intervalles de la subdivision réguliere, tel que
h—
h=""2 Lereu globale E(f) = H(f) — I(f) est la somme des erreurs commises sur chaque

m
sous-intervalle [z, k1] (pour k allant de 0 & m — 1). D’apres 'inégalité triangulaire :

m—1 m—1
EN) =D elH] <D lewlh)],
k=0 k=0

ou e(f) représente erreur locale sur 'intervalle [z, zgy1]. D’apres le théoréme sur l'erreur
locale, nous savons que sur un intervalle de largeur h, ’erreur est majorée par :

lex(f) < [K[RP*2 sup [fPFU ().

te[xk,ka]
On peut majorer le sup local par le sup global sur tout U'intervalle [a, ] :

sup [PV < sup [fPHY(@)] = Mypa.
te[zy,xr 1] z€[a,b]

En injectant cette majoration dans la somme :

m—1
B(H)] <Y (IKIp2My40)
k=0

=m - |K|hPT? M,y
= (m-h) - |[K[WPT M.

Or, la longueur totale de l'intervalle est donnée par b — a = m - h. On obtient finalement :

\H(f) = I(f)] < (b—a)| K" sup [fPTD(2)].
z€la,b]

O

Remarque : Cette fois-ci, l'erreur tend bien vers 0 quand h — 0, i.e. quand m — +o0o a p
fixé.



Méthode des rectangle a gauche

m

H(f)=h)_ fla+ (k-

k=1

1)h)

o

I

Z2

m

k=1

Méthode des rectangle a droite

H(f)=h fla+kh)

o T1 T2 X3

Méthode des points milieu

m

H(f) = b flat (k= )h)

k=1
RN

I I

I I

I I I
1 1 1
1 1 1
I I I
I I I
I I I
I I I
I I I
I I I
Iy + 4

rg X1 I2

Méthode des trapézes

fla+(k—1)

AT

h)+f(a+kh)).

g 1 T2 T3

Méthode de Simpson

cnIH

—1)h) + fla+ (k- 2)h) + fla + k).

2

Zo T1 T2 T3 T4 T5 Te




1.5 Ordre d’une méthode

Définition 1.2 }

On dit que la méthode est d’ordre ¢ pour la fonction f s’il existe ¢ non nul telle que :

|H(f) —I(f)| ~ ch, quand h — 0.

Remarque : Dans le théoréme précédent, si 'estimation est optimale, dans ce cas £ = p+1.

Pour n =0, si g = % (méthode du point milieu), la méthode est d’ordre 2.

Par contre si zyp = a (méthode des rectangles a gauche), elle est d’ordre 1 (avec f une
fonction adéquate).

La position des points d’intégration joue un réle crucial.

1.6 Méthode de Gauss

La méthode de Gauss détermine les points d’intégration &; sur l'intervalle [0, 1] de sorte que
n

la méthode J(f) = Z wi f (&), déja exacte pour les polynémes de degré < n, soit exacte pour des
i=0
polyndémes de degré le plus élevé possible. Considérons sur ’ensemble des polynémes le produit

1
scalaire (P, Q) :/0 P(t)Q(t) dt.

On construit une suite de polynémes orthogonaux. Pour I’exemple, on prendra la famille
issue de 'orthogonalisation de la suite z +— z™ par le procédé de Gram-Schmidt (ce sont les
polynémes de Legendre translatés sur [0,1]) :

e Lo(z) =1

o Li(z) =V3(2z —1)

o Lo(z) =V5(622 — 62+ 1)

o Lz(z) = V7(2023 — 302% 4 122 — 1)

Note : Les facteurs racines carrées servent a normaliser les polynomes (norme 1), mais n’af-
fectent pas leurs zéros.
On admet que Ly, possede k zéros distincts dans |0, 1[.

Théoréme 1.8 : - Quadrature de Gauss ]

Si les & (pour ¢ = 0...n) sont les zéros du polynoéme orthogonal L,1, alors la méthode
n

J(f) = Zuif(&) est exacte pour les polyndmes de degré < 2n + 1.
i=0

Démonstration. Soit P un polyndéme de degré < 2n + 1.

Effectuons la division euclidienne de P par L, :
P=q-Lpt1+r

Comme deg(P) < 2n + 1 et deg(Ln+1) = n + 1, le quotient ¢ est de degré < n et le reste r
est de degré < n.

10



Calculons l'intégrale. Par orthogonalité, L, 1 est orthogonal a tout polynéme de degré infé-
rieur (donc orthogonal & q) :

[} L) dt = (g, L) =0

1 1 1
/P(t) dt :/ () L (1) dt—l—/ r(t) dt
0 0 0
1
:0+/ r(t) dt
0

n
= Z,uﬂ‘(&) (car la méthode est exacte pour r € R,[X])

Ainsi :

Or, pour les points de quadrature &; (qui sont les racines de Ly,y1), on a L,41(&;) = 0. Donc :

P(&) = q(&) Lnt1(&) +7(&) = r(&).

On conclut :

=0
O
Rappelons que l'ordre de la méthode est le degré maximal exact +1.
o Pour n=1 (2 points) : On cherche les racines de L.
6++v12 1 3
62> —6x+1=0 — &= -4 ¥
oo e TR
On obtient &y ~ 0.211 et & ~ 0.789. La méthode est d’ordre 2(1) + 2 = 4.
o Pour n=2 (3 points) : On cherche les racines de L3.
207% — 302% + 122 — 1 =0
1/2 est racine évidente. En factorisant, on trouve les deux autres racines :
€0 = 1 V15 £ = 1 ¢ 1 \/ 15
0=5 0 YTy 2Tt
La méthode est d’ordre 2(2) 4+ 2 = 6.
1.7 Polyndmes Orthogonaux : définition par récurrence
On rappelle 'orthogonalisation de Gram-Schmidt :
Soit E' un espace vectoriel muni d’un produit scalaire (-,-). Si (fi,..., fn) est une famille
libre de E, on construit par récurrence une famille orthonormale (e, ..., e,) en posant :
T — ] 1<€]7fk>€j
ep =
1fr — X521 ej, frdes

Alors pour tout k € [1,n], on a :

11



— Vect(fi1,..., fr) = Vect(e1,...,er);
— {ex, fr) > 0.

Méthode non normalisée :

k—1 A

er = fr — Z(ejafﬁ;ﬁ

J=1

4[ Théoréme 1.9 : A6 ]

Existence et Récurrence a 3 termes

11 existe une unique famille orthogonale de polynémes (p,,)nen telle que pour tout n, p, soit
de degré n et de coefficient dominant 1 (polynéme unitaire).

Cette famille est donnée par la relation de récurrence :

po(x) =1
p1(x) =z — o
pn+1(£€) = (x - an)pn(x) - )\npn—l(x)a Vn >1

avec les coeflicients :

2
oy = Lpnmw (n>0) et P 7“]%“ (n>1)

1pn | B lenal® T

Démonstration. 1. Existence et Unicité L’existence découle du procédé de Gram-Schmidt

appliqué a (1, z, 22, ... ). Comme on impose le coefficient dominant égal a 1, chaque p,, est défini
de maniere unique par projection : p, = 2" — projg, _x)(z").

2. Formule de récurrence (Le "coeur" de la preuve) Soit n > 1. Le polynéme zp,, est

de degré n + 1 et unitaire. Décomposons-le dans la base (pg,...,pnt1) :
n+1
ITPn = Z CkDk
k=0
Comme zp, et p,+1 sont unitaires, le coefficient devant p,4+1 est ¢,11 = 1. Pour les autres
coefficients, par orthogonalité :
~ {xpn, pr)
k=" o
[Pkl

b
L’argument de symétrie : On sait que (zpy, pr) = / xpp () pr(x)de = (pp, Tpk).

a

— Sik <n—1,alors deg(zpr) =k + 1 < n.
— Or, p, est orthogonal a tout polyndme de degré strictement inférieur a n.
— Donc (py, zpx) = 0 pour tout k € {0,...,n —2}.

D’ou ¢, = 0 pour k < n — 1. La somme se réduit a trois termes :

TPn = Pn+1 + CnPn + Cn—1Pn—1

(xpn, Dn)

3. Calcul des coefficients On pose o, = ¢,. Par projection : a,, = llpn |2
Pn

12



Pour A\, = ¢,-1, on utilise (xp,,pn-1) = (Pn,Tpn—1). Comme p,_;1 est unitaire de degré
n — 1, on peut écrire p,—1 = p, + Rou R € R,,_1[X].

<pmxpn—1> = <pnapn + R> = <pn7pn> + <me> = Han2
——
=0
2
On obtient donc : A\, = HLM
[[Pn—1ll
En réordonnant p,11 = Tpn — CaPn — Cn—1Pn—1, On trouve bien la relation annoncée. O

Théoréme 1.10 : A7 ]

Zéros des polynomes orthogonaux

Soit n > 1. Le polynoéme p,, admet exactement n racines réelles distinctes, et elles sont toutes
situées dans l'intervalle ouvert ]a, b|.

Démonstration. Soient x1,...,x les racines distinctes de p,, situées dans |a,b[ ou p, change
effectivement de signe (racines de multiplicité impaire).

Par définition, ces racines sont dans l'intervalle, donc k < n. On veut montrer que k = n.
k
Construisons le polynéme Q(z) = H(x —x;) (si k =0, on pose @ = 1). Considérons alors
i=1
le produit p,(x)Q(z) sur Ja,b] :

— En chaque z;, p, change de signe et (z — x;) change de signe simultanément. Leur produit
ne change donc pas de signe en ces points.

— Aux éventuelles autres racines de p, (multiplicité paire), p, ne change pas de signe.

Ainsi, la fonction f(z) = pn(z)Q(x) garde un signe constant sur [a, b] et n’est pas identique-
ment nulle.

Par conséquent, son intégrale est strictement non nulle :
b

1= (40 @ = [ pu(@)Qada £ 0

a

Supposons par I'absurde que k < n. Alors deg(Q)) = k < n. Par la propriété d’orthogonalité,
pn est orthogonal & tout polynéme de degré strictement inférieur a n. On devrait donc avoir :

<pna Q) =0

Ceci contredit I # 0. On en conclut que I’hypothese k < n est impossible, donc k& = n.

Comme p,, est de degré n et posseéde n racines ot il change de signe dans ]a, b[, ces racines
sont nécessairement simples et toutes contenues dans l'intervalle ouvert. O

13



Chapitre 2

Résolution numérique d’EDO

Soit f : [0,T] x R* — R? une fonction continue.

Pour ug € R?, le probléeme de Cauchy en zy pour f est de trouver u € C Y([0, 17, R%) solution
de I'équation différentielle :
o’ = f(t,u)
u(0) = up.

4[ Théoréme 2.1 : }

- Cauchy-Lipschitz On suppose de plus que pour tout compact K C Rd, il existe L > 0 tel
que :

vt € [0,T], Yo,y € K, [f(t,2) — f(t,y)| < Llz —yl.

Alors, pour tout ug € RY, il existe T < T, et une unique solution maximale v € C ([0,77], Rd)
au probléeme de Cauchy.

Remarque : Une maniere simple de satisfaire cette condition est de supposer que f est de
classe C!.

Question : Comment calculer (ou approcher) u de maniére approchée ?
Plus précisément, on s’intéresse a l'intervalle [0, T], que I'on échantillonne en N + 1 points :
O=ty<t1 <---<ty=T,outy = Nh est 'incrément avec h = N et on cherche a évaluer

u(t;) pour tout j € [0, N]. On notera u, la valeur approchée de u(ty).

2.1 Idée principale de la méthode

Pour résoudre le probleme de Cauchy, on constate qu’il est équivalent a trouver u tel que :

u(t) = ug + /Ot f(s,u(s))ds.

En particulier, entre deux points de la grille de temps ¢, and ¢,41, on a la relation exacte :
tn+1
ultarn) = ult) + [t u(t) dt.

L’idée fondamentale des méthodes & une évaluation de f est d’approcher cette intégrale par
une formule de quadrature numérique simple du type :

tnt1
/t gt dt ~ b g€), €€ [t tnsa].

14



2.1.1 Méthode d’Euler explicite (ou Euler progressif)

On utilise la méthode des rectangles a gauche pour l'intégrale :

/tt"“ Pl u(t)) dt ~ b f(tn,u(tn)).

On obtient la récurrence suivante :

Un+1 = Unp + hf(tna un)

Caractéristique : La méthode est dite explicite car u,y1 se calcule directement & partir
des données connues au temps ty,.

2.1.2 Méthode d’Euler implicite (ou Euler régressif)

On utilise ici la méthode des rectangles a droite :

tnt1
/t Ftu()) dt ~ b ftns, ultnir).

Le schéma devient :

Up41 = Up + hf(tn—Ha Un+1)

Caractéristique : La méthode est implicite. Pour trouver u,+1, il faut résoudre une équation
(souvent non-linéaire) a chaque pas de temps, par exemple avec une méthode de Newton. Bien
que plus coliteuse, elle est bien plus stable pour les équations dites "raides" (stiff).

2.1.3 Exemple comparatif

Considérons 'EDO scalaire u' = Au avec A < 0.
— Euler explicite : up+1 = (1 4+ hA)u,. La solution n’est stable que si |1 4+ hA| < 1, soit
2
h<-—.
R
1

T 7y e La solution est stable pour tout A > 0, car |1 —h\| >

— Euler implicite : vy, =
1.

2.2 Meéthodes explicites avec prédicteurs

Dans les méthodes d’Euler, on n’évalue la fonction f qu’une seule fois. Pour gagner en
précision, on peut multiplier les évaluations de f entre ¢, et t,,41.

e Méthode du point milieu (RK2) :

L’idée est d’utiliser la quadrature du point milieu pour gagner en précision :

/:H F(t,u(t)) dt ~ hf <tn + g u (tn + Z)) :

On effectue une étape intermédiaire (un "sous-pas") en utilisant Euler explicite sur [ty t,+

5] pour estimer la valeur au centre de l'intervalle :

h h
Unp+1 = Up + hf (tn + 5; Up + §f(tn7 Un)) .

h
On dit que u, + §f(tn, up,) est un predicteur au temps t = t,, + h/2.
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e Méthode de Heun :

On utilise un prédicteur au temps t = t,,41 n0té Up41 := up + hf(tn, un) que I'on injecte
dans la méthode des trapezes :

Upt+1l = Up + g (f(tnyun) + f(tn +h, up + hf<tn>un)>) .

2.3 Formalisme général d’une méthode
Toutes les méthodes précédentes rentrent dans le cadre général suivant :
Up4+1 = Up + h(z)(tm U, h)7

ou la fonction ¢ (appelée fonction d’incrément) encapsule tous les calculs intermédiaires effectués
durant Uintervalle [t,, t,41].

—{ Définition 2.1 |

On appelle erreur de convergence les quantités :

En :=u(ty) — un

e On dit que la méthode est convergente si max |En| — 0 quand h — 0.
n=0,...,

e On dit que la méthode est (convergente) d’ordre p s’il existe §,C’ > 0 indépendantes
de h tels que si || < 6 alors :

max |E,| < ChP.
n=0,...,N

Pour montrer la convergence, en général, on utilise deux notions intermédiaires : la consis-
tance et la stabilité.

4[ Définition 2.2 ]

L’erreur de consistance (relative a une solution exacte u) est la quantité :

en = en(u) :=u(tns1) — u(ty) — hd(tn, u(ty), h).

Autrement dit, e, est Perreur que commet le schéma sur [t,, ty+1].

e On dit que la méthode est consistante si pour toute solution sur [0, 77,
N-1
Z len] = 0, quand h — 0.
n=0

¢ On dit que la méthode est consistante d’ordre p > 1 §’il existe J, C' > 0 indépendantes
N-1
de h tels que si |h| < 9§, alors pour toute solution exacte v , Z len| < ChP.
n=0
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4[ Définition 2.3 J

On dit que la méthode est stable s’il existe une constante S > 0 (appelée constante de
stabilité) tel que si : (ep)n=0,....N—1, (Un)n=0,...N, (Un)n=0,... N tels que Vn =0,...,N —1 on
a:

Unt1 = Up + hd(tn, un, h)
Untl = Un+ h¢(tna Un, h) + én-

Alors Vn=0,...,N,on a :

N-—1
\un —Un’ <S (‘UO —vo| + Z ‘Ej‘) .

J=0

4[ Théoréme 2.2 : ]

Une méthode stable et consistante est convergente.

Si de plus, elle est consistante d’ordre p alors la méthode est convergente d’ordre p.

Démonstration. On cherche a majorer l'erreur globale E,, = u(t,) — uy,.

1. Ecriture des suites : Le schéma numérique est : Upt1 = Up + hP(tn, up, h). La solution
exacte vérifie (par définition de l’erreur de consistance e;,) : u(tp41) = u(tn)+hd(tn, u(ty), h)+ey.
2. Stabilité : On applique la propriété de stabilité aux suites u,, et v, = u(t,) avec perturbation
Ep = €n

n—1
[u(tn) —un| < S (\U(O) —uol + ) lek!) :
k=0

3. Conclusion : Comme la méthode est consistante d’ordre p, on a :

N-1

Z lex| < ChP.
k=0

Définition 2.4 }

Soit v la solution de v’ = f(s,v) avec comme donnée initiale v(t) = u au temps t.

d
Alors E{(t’ u) est la dérivée d’ordre j de la fonction s — f(s,v(s)) au point t.

dJ

Par la formule de dérivation composée, T

est bien défini (et continue) des que f est de

classe C7. On a par exemple :

Pty = v'(t) = 0010, 0(0) + 0/ 00 (1 0(0)

= 0 f (t,v(t) + (&, 0()Duf (£, v(1))-
4[ Théoréme 2.3 : Admise ]
o La méthode est consistante si V¢ € [0,T], Vn € R, ¢(t,u,0) = f(t,u).

e On suppose f et ¢ de classe CP. La méthode est consistante d’ordre p > 1 si et seulement
si,

. FoN0) 1 dif
=0,...,p—1 — === .
v.j 07 7p Y ah] <t7u70) ]+1 dtj (t7u)

Remarque :
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o Par exemple, Euler explicite vérifie le premier point, donc elle est consistante.

o Méthode de Heun : Op¢(t, u,0) = (%)(atf(t,u) + f(t,w)0uf(t,u)) = (l)ﬁ

est consistante d’ordre 2.

(t,u), donc elle

e Le méme calcul donne que la méthode du point milieu est consistante d’ordre 2.

4[ Théoréme 2.4 : Admise ]

Si la fonction ¢ est lipschitzienne en la seconde variable, i.e. il existe d, L > 0 telle que :
V(t,u, h) € [O7T] x R™ x [07 5]7 |¢(t7u7 h) - Qb(t,l}, h)| < L|U - 1)|,

alors la méthode ¢ est stable.

Si f est lipschitzienne en sa seconde variable alors les méthodes d’Euler, du point milieu
et de Heun le sont également et donc elles sont stables.

2.4 Méthode de Runge-Kutta (RK)

2.4.1 Construction générale

Le principe des méthodes de Runge-Kutta est de généraliser les méthodes précédentes (Euler,
Heun, Point milieu) pour obtenir une meilleure précision i.e. un meilleur ordre de consistance.
On se donne un entier ¢ > 1 (le nombre d’étapes). On définit ¢ instants intermédiaires ¢, ; =
tn +cih,ou 0 =1c <cy <--- < ¢g < 1. L'objectif est d’utiliser des prédicteurs de la solution
Up i ~ u(tm) en ces points, ainsi que les pentes associées p, ; = f(tm-, um) Pour cela, on repart
de la formulation intégrale exacte :

w(tn + cih) = u(ty) + h /0 F(tn + sh,u(ty + sh)) ds.

Approximation : On remplace I'intégrale par une formule de quadrature numérique utili-
sant les pentes déja calculées aux étapes précédentes j < i (méthode explicite).

i—1

/ Z fl..)ds~ Z aij f(tn + cjh, u(t, + cjh)).
0 ‘
j=1
et donc :
i1
u(ty + cih) ~u(ty) +h Z aij f(tn + cjh,u(t, + cjh)) ds.
j=1

En injectant les prédicteurs en t,, + cjh pour j < ¢ calculés précedemment, on obtient le
prédicteur en t,, + ¢;. L’algorithme est défini dans la section suivante.
2.4.2 Algorithme explicite

Pour aller de u, & uy41, on calcule successivement pour ¢ =1,...,q :

e L’instant intermédiaire :
ths = tn + cih
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o Le prédicteur (par combinaison des pentes précédentes) :

i—1
Unp,i = Up + h Z Qi3 Pn,j
=1
(Sii =1, la somme est vide, donc up 1 = uy).
e La pente intermédiaire :

Pni = f(tn,ia Un,i)

Une fois les g pentes py 1,...,pn,q calculées, la valeur finale est donnée par une quadrature
sur tout 'intervalle [0, 1] :

q
Up+1l = Up + h Z bz'pn,z'
=1

2.4.3 Tableau de Butcher

On synthétise les coefficients de la méthode (c;, a;5, b;) dans un tableau appelé Tableau de Butcher :

C1 0
(&) ag,l 0

cg | azg1 asza O

Cq | Qg1 Qg2 .- Ggg—1 O

b by ... b1 b

Conditions de consistance : Pour que la méthode ait un sens physique (ordre au moins
1), la somme des poids doit correspondre a la longueur de l'intervalle d’intégration. On impose
donc généralement :

i—1
Ci:Zaij et Zbi:L
J=1 2

19



Voici les tableaux correspondants aux méthodes vues précédemment :

1
o Point Milieu (RK2) : On avance d’un demi-pas (c2 = 5), on évalue la pente, et

on l'utilise pour tout U'intervalle (by = 1).

00 0
1|1
S
0 1

o Méthode de Heun (RK2) : On avance d’un pas complet (c2 = 1), et on fait la

moyenne des pentes début/fin (by = by = 5)

o Runge-Kutta d’ordre 4 (RK4) : C’est la méthode la plus célebre, combinaison
de Simpson et du point milieu.

NN = O

DNHO O NI—O
wWlHOoON = O O
wWlHR, O o O
SHO O e ©

Utilisation du tableau pour la Méthode de Runge-Kutta d’ordre 4 (RK4) :
En utilisant le tableau de Butcher :

Pn,1 = f(tna un)
h h
Pn 2 = f(tn + %7 Up + (%)pn,l)
Pn.3 = f(tn + 9’ Up, + (5)]%,2)
Pn,a = f(tn +h, up + hpn,?))
h
Upt+1 = Up + *(pn,l + 2pn,2 + 2pn,3 + pn,4)

6
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Chapitre 3

Calcul des valeurs propres

Soit A € M, (R) une matrice carrée. Le probléeme des valeurs propres consiste a trouver les
scalaires A € C et les vecteurs non nuls u € C" tels que :

Au = M.

Le polynéme caractéristique est défini par P4(\) = det(A — AI,). Les valeurs propres sont
les racines de ce polynome.

Obstacle théorique : D’apres le théoréeme d’Abel-Ruffini, il n’existe pas de formule algé-
brique générale (exprimable par radicaux) pour résoudre les équations polynomiales de degré
n > o.

Contrairement a la résolution de systémes linéaires (ex : Pivot de Gauss) qui est une méthode
directe (exacte en un nombre fini d’opérations), le calcul des valeurs propres repose nécessaire-
ment sur des méthodes itératives.

3.1 Localisation des valeurs propres

Avant de calculer précisément une valeur propre, il est utile de la localiser dans le plan
complexe.

4[ Définition 3.1 }
Soit A = (a;j) une matrice carrée d’ordre n. Pour tout ¢ € [1,n], on définit le i-eme
disque de Gershgorin D; par :

n
D, ={z€C| |z — aii| < R;}, avec R; = Z |aij].
j=Lgi

L’ensemble D; n’est jamais vide. En effet, le centre du disque a;; appartient toujours a D;.
o Calculons la distance du centre a lui-méme : |a;; — a;;| = 0.
o Lerayon R; = Z |a;j| est une somme de nombres positifs ou nuls (valeurs absolues), donc
J#i
R; > 0.
e On a donc bien 'inégalité : |a; — a;| =0 < R;.

Ainsi, a; € D;, ce qui prouve que D; # ().
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4[ Théoréme 3.1 : - Localisation de Gershgorin }

Toutes les valeurs propres de la matrice A sont contenues dans I'union des disques de Ger-
shgorin :

Démonstration. Soit A € Sp(A) une valeur propre et z = (21, ..., x,)’ un vecteur propre associé
(x #£0).

1. Choix de la composante dominante : Puisque x n’est pas nul, on peut choisir un
indice k tel que le module de la composante x; soit maximal :

o] = max || > 0.

2. Isolation du terme diagonal : La k-iéme ligne de 1’égalité Ax = Ax s’écrit :
n
Z QL5 = )\.%'k.
j=1

On isole le terme diagonal agpxi dans la somme :

apkLTr + Z ;T = A, & ()\ — akk)azk = Z Ak;Tj-
o o

3. Majoration : En passant au module et en utilisant 'inégalité triangulaire :
X = ann] <ol = |3 anjws| < lang] - ).
J#k J#k

Or, par définition de I'indice k, on a pour tout j, |z;| < |zg|. On peut donc majorer chaque
|z;| par |xj| dans la somme :

X = agk] - okl <D larg| - loe] = |ze] Y lar] -
ik 2
———
Ry

4. Conclusion : Comme |zi| > 0, on peut diviser par |z :
|/\ — akk\ S Rk.

Cela prouve que \ appartient au disque Dj. Par conséquent, A appartient bien & I'union de
tous les disques. O
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Soit A =

(RN
= = O

1
4
1

Onaaj; =4et Ry = |1/ 4 |0] = 1. De méme Ry = 2 et R3 = 1. Les valeurs propres sont
donc comprises dans le disque de centre 4 et de rayon 2.

Im

@ -

3.2 Stabilité du spectre

Il est crucial de savoir si une petite erreur sur les coefficients de la matrice A (due aux erreurs
d’arrondi ou aux incertitudes de mesure) entraine une petite ou une grande variation des valeurs
propres. Dans cette partie, la norme matricielle sera subordonnée & la norme canonique de R™

n
notée |- | (fail* = a7) -
i=1

A
VA€ MuR), Al = sup 122
z€R™ z#0 H:EH

4[ Lemme 3.1 : ]

Propriétés des normes subordonnées

1. Si D = diag(dy,...,d,) est une matrice diagonale, alors la norme subordonnée est :
ID|| = max [dy].
1<i<n

2. Si U est une matrice unitaire (ou orthogonale réelle), c’est-a-dire U*U = I, alors pour
la norme subordonnée euclidienne :

1] = 1.

Démonstration. 1. Cas de la matrice diagonale.

On a:
n
— Magoration : Pour tout vecteur z, on a || Dz|* = Z\dJQHleQ < (max|d;|*)||z||>. Par
i=1 ‘

définition de la borne supérieure, on a donc ||D| < max |d;|.
7
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— Minoration : Soit k 'indice tel que |d;| = max|d;|. Considérons le vecteur de la base
(2

canonique e (qui a 1 en position & et 0 ailleurs).

Dey, = drer, — HD@]fH = ‘dk’HekH
D D
Le rapport | Dex vaut exactement |dj|, donc sup I1D=]] > |dg|-
el w20 ]

On conclut que || D|| = max |d;].
(2

2. Cas de la matrice unitaire (Norme 2).
Soit U telle que U*U = I. Par définition de la norme euclidienne ||z||* = z*z. Pour tout z € C" :

|Uz||* = (Uz)*(Uz) = 2*U*Ux = 2" [z = z*z = ||z||>.
Ainsi, ||Uz||2 = ||z|| pour tout z. L’application linéaire est une isométrie.

U2 = sup 12 — g 121l
0 [|z]] z#£0 [|z]]

On peut maintenant démontrer le Théoréeme de stabilité spectrale :

4[ Théoréme 3.2 : - Théoréme de Bauer-Fike ]

Soit A € M,,(C) une matrice diagonalisable, c¢’est-a-dire qu’il existe une matrice inversible
P et une matrice diagonale D = diag(\y,...,\,) telles que A = PDP~!. Soit E € M,,(C)
une matrice de perturbation. Pour toute valeur propre p de la matrice perturbée A + F, il
existe une valeur propre A de A telle que :

= Al < w(P)[|IE]],

ol k(P) :=||P| - | P~ est le conditionnement de P.

Démonstration. Soit p une valeur propre de A + F et x un vecteur propre associé (||z|| = 1).
(A+ E)x=pr < (ul —A)z=FEx.

Si p est une valeur propre de A, 'inégalité est trivialement vérifiée (avec la distance nulle).
Supposons donc que p ¢ Sp(A). La matrice (1l — A) est alors inversible. En utilisant la diago-
nalisation A = PDP~! on a :

pl — A= P(ul — D)P™L.
L’équation devient :
P(ul —-D)P'2=Ex & a2=P(ul—-D)'P'Ex.
Passons a la norme :
| < P11 = DY - 1P~ B - )
Puisque ||z| = 1, on divise par ||z|| et on regroupe x(P) = || P||||P~!]| :

1< K(P)|E|lI(n = D).
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Or, (uI — D)™! est une matrice diagonale dont les éléments sont

. La norme d’une

T
matrice diagonale (pour les normes usuelles subordonnées aux normes vectorielles 1,2, 00) est le
maximum des modules diagonaux :

1
I — D)7 Y| = max = — )
(e ) = m ] mim =]

En injectant ceci dans I'inégalité :

1

1< /‘J(P)HEHm
1 1

& minlp—X| < w(P)|[E].

Il existe donc bien un A; (celui qui réalise le minimum) tel que |u — \;| < k(P)||E]|. O

Conséquence importante :

— Si A est symétrique, la matrice de passage P peut étre choisie orthogonale (P*1 = PT).
Dans ce cas, ||P||2 = 1, donc ko(P) = 1.

— Le probléme des valeurs propres des matrices symétriques est donc **trés bien condi-
tionné** : une perturbation de taille & sur la matrice entraine une perturbation d’au plus
€ sur les valeurs propres.

— A Dinverse, si les vecteurs propres sont presque colinéaires (matrice non symétrique proche
d’une matrice non diagonalisable), x(P) est grand et les valeurs propres deviennent tres
instables.

3.3 La Méthode de la Puissance

Cette méthode permet de déterminer la valeur propre de plus grand module (dite dominante)
et un vecteur propre associé.

4[ Définition 3.2 }

Soit A une matrice et zy € R" tel que ||zg|| = 1. La méthode de la puissance construit une
suite de vecteurs (xy) et de scalaires (u) définie par :

Ty = Azg
Tk
Yk =
[l
pe = (yk Ayr) = y{ Ayr  (Quotient de Rayleigh)
/\—11@
Rk = Ty kYk-
| A
4[ Théoréme 3.3 : - Convergence de la méthode de la puissance }

Supposons que A soit diagonalisable et admette une valeur propre dominante unique A,
c’est-a-dire :
(A > [Ao] = - > [Anl.

Si le vecteur initial x¢ n’est pas orthogonal au sous-espace propre associé a Ap, alors :

lim pp =M\ et lim ||z — (£v1)]| =0,

k——+o0 k——+o00

ou v est un vecteur propre unitaire associé a Ap.
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Démonstration. 1. Décomposition spectrale : Comme A est diagonalisable, il existe une base
de vecteurs propres (u1,...,uy,) associés aux valeurs propres (Ai,...,\,). Le vecteur initial
se décompose dans cette base :

n

Ty = Zaiui = U1 + 0u2 + -+ + Qplin.
i=1

Par hypothese, zg n’est pas orthogonal a ’espace propre dominant, ce qui se traduit ici par le
coefficient o # 0.

2. Itération de la puissance : Calculons A¥zo. Par linéarité :
n n
Ak$0 = Z al)\ful = ozl)\lful + Z az)\ful
=1 1=2
3. Factorisation par le terme dominant : On met en facteur le terme A} :
Azg = A | qur + )« Z)u'.
0 1 < 1U1 Z 7 (Al %
=2

Posons le vecteur reste ¢, = Z az()\—)kuz Comme |A\;| > |A;| pour tout i > 2, on a
i=2 1

A

1

<1,

et donc lek|l = 0.

lim |
k—4o00

Ainsi, pour k grand, le vecteur A¥z s’aligne sur la direction de u; :

Afzo = Xeajuy 4 o(1).

T

AN

4. Convergence du vecteur normalisé : Le vecteur y; est défini par y, =

utilisant ’estimée précédente :
_ Moaqug +o(1)
[Ma[lul + o(1)

Yk

~k

. )\1 . Uul
Ainsi z, = Wyk = sign(aq)

[Jua |

5. Convergence du quotient de Rayleigh : Par continuité du produit scalaire :

+o(1).

Maguy 4 o(1) M Flajug +o(1)
Moa| [Afou]

e = Yk, Ayk) = ( ) =A1+o(1)

O]

Vitesse de convergence : La convergence est dite linéaire. L’erreur a ’étape k est propor-
k

. Plus I’écart spectral est grand, plus la méthode est rapide.

1

tionnelle a

3.4 Calcul des autres valeurs propres : La Déflation

La méthode de la puissance ne fournit que le couple (A1, v1) correspondant a la valeur propre
dominante. Pour obtenir les valeurs propres suivantes, on utilise la technique de la déflation.
Principe : L’idée est de construire une nouvelle matrice A; dont le spectre est modifié de sorte
que \; soit remplacée par 0, tandis que les autres valeurs propres Ao, ..., A, restent inchangées.
Ainsi, la valeur propre dominante de B deviendra Ao (supposée distincte), et on pourra lui
appliquer de nouveau la méthode de la puissance.
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3.4.1 Déflation de Wielandt (Cas Général)

—[ Proposition 3.1 : }

Soit (A1,v1) un couple propre de A € R™ ™. Soit u € R"™ un vecteur arbitraire tel que

uTvy = 1. Considérons la matrice déflatée :

Ay = A — Mol

Alors le spectre de A; est exactement {0, g, ..., Ay}, ot Aq,..., A, sont les valeurs propres
de A comptées avec leur multiplicité.

Démonstration. 11 s’agit ici d’une démonstration pédagogique simple mais incompléte
démontrant que {0, \s,---\,} C Sp(A;) dans le cas ou \; # 0 pour 2 < j <n.
1. La valeur propre dominante devient nulle : Calculons I'image de v1 par Ay :

Awl = (A — )\1U1UT)U1 = A’U1 — )\1211 (UT’Ul) = )\1U1 — )\1111 =0.
1

Donc 0 est valeur propre de A; (associée au vecteur vy).

2. Conservation des autres valeurs propres : Soit i € {2,...,n}. On cherche un vecteur
propre w; de Aj associé a la valeur propre \; (supposée non nulle).

Cherchons w; sous la forme w; = v; — avy, ol « est une constante a déterminer. Calculons
Al’wi :
Al (Ui — 04111) = Alvi — OéAl’Ul = Al’Ui.
0

Développons Aqv; :

Alvi = (A — )\1'1)1UT)'I}1' = A’UZ' —/\1111 ('U,Tvi) = )\ivi — )\1 (uTvi)vl.
~~

Aiv;
On souhaite que Ajw; = A;w;. Identifions les termes :
/\z"Uz’ - Al(uTvi)vl = /\i(vi — CkUl) = )\i'Ui — )\iowl.

En simplifiant par A;v;, il reste :

—Al(uTvi)vl = —/\iavl.
A
Cette égalité est vérifiée si I’on choisit le scalaire o = A—l(uTvi).
i
. . A (uTv;)
Conclusion : Pour tout ¢ > 2, le vecteur w; = v; — )\71;1 est un vecteur propre de A;
i

pour la valeur propre \;. Le spectre est bien conservé. ]
Ici on donne la démonstration complete et rigoureuse :

Démonstration. La preuve repose sur la relation entre les polynémes caractéristiques de A et
Ajp. Soit Pa(A) = det(A — AI). Calculons Py, (\) = det(A; — AI).
En remplagant A; par son expression :

Pa,(\) = det(A — \yvyu? — M) = det((A — M) — \oiul).
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Utilisons le lemme du déterminant (formule de mise & jour de rang 1) : det(M + ay?) =
det(M) + yTadj(M)z. Ici, posons M = A — A\, x = —\jv; et y = u. On sait que pour tout A
n’appartenant pas au spectre de A, M est inversible et adj(M) = det(M)M 1. Ainsi :

Pa, (V) = det(A = M)+ u” [PV (A = A1) 7| (= A1)
= Pa) [1 = au (A= AD) 'y

Puisque v; est vecteur propre de A pour A, il est vecteur propre de (A — A\I )*1 pour la

St Dot (A — ) "'y =

L’expression devient :

valeur propre V1.

AL — A

Pa,(\) = Pa()\) [1 - Aﬁi )\(uTvl)] .

T

Comme u” v1 = 1, on simplifie le crochet :

D R P VP VR
A=A M-A A=A

On obtient la relation finale (valable pour tout A par continuité polynomiale) :

—-A

Pay(A) = Pal) - 3—5

Conclusion : Le facteur (A\; — A) au dénominateur simplifie la racine \; présente dans
P4(N), et le facteur —\ introduit une racine 0. Les autres racines de P4 () restent inchangées.
Le spectre est donc bien modifié de {A1, Aa,..., An} en {0, Ao, ..., A\, }. O

3.4.2 Déflation de Hotelling (Cas Symétrique)

Dans le cas ou A est symétrique réelle, on sait que les vecteurs propres associés a des valeurs
propres distinctes sont orthogonaux. C’est le cadre idéal pour la déflation.
On choisit u = vy (car ||v1]] =1 = (v1,v1) = 1). La formule devient :

Ay = A— Nl

4[ Proposition 3.2 : Al14 ]

Si A est symétrique et (vy,...,v,) est une base orthonormée de vecteurs propres associés a
(A1,...,Ap), alors :

1. A1v1 = O;
2. Pour tout j # 1, Ajv; = \jvj.

Démonstration. Point 1 : Déja démontré plus haut (4;v1 = 0).

Point 2 : Soit v; un autre vecteur propre (j # 1). Comme A est symétrique, v; est orthogonal
& vy, donc (v1,v;) = v{ v; = 0.

Ay =(A- Alvlvf)vj = Avj —A\vg (vlij) = \jvj.
~~ S——
Ajvj 0
Conclusion : Les vecteurs propres vs,...,v, de A sont aussi des vecteurs propres de A,
avec les mémes valeurs propres. Comme la valeur propre A1 a été remplacée par 0, la valeur
propre de plus grand module de A; est maintenant As. ]
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3.4.3 Algorithme itératif

Si|A1] > A2l > -+ > |An]| > 0 et A symétrique, on peut donc itérer la méthode de la
puissance pour trouver successivement les valeurs propres.
o Initialisation : Poser Ay = A.
e Itération : Pour k=1an—1:
1. Appliquer la méthode de la puissance sur la matrice Ag.
2. On obtient une approximation de la valeur propre dominante A et de son vecteur
propre vg.
3. On construit la matrice suivante par déflation :

T
Apr1 = A — A\pogv,

4. Gréace a la proposition précédente, la valeur propre dominante de Ay sera Agy1. Elle
est de plus symétrique donc diagonalisable avec chacune des valeurs propres non nulles
de module distinct. On pourra donc appliquer la méthode de la puissance a 1’étape
suivante.

Soit A symétrique de spectre {10, 5,2}.
— Puissance sur Ay = A — converge vers A = 10, vy.
— On calcule Ay = A — 10v1v{ . Son spectre est {0, 5,2}.
— Puissance sur Ay = converge vers A = 5, v (car 5 est le max de {0,5,2}).
— On calcule A3 = Ay — 5v9vd . Son spectre est {0,0,2}.

— Puissance sur A3 = converge vers A = 2, vs.

. J

Remarque (Stabilité) : En pratique, comme A\ et v sont approchés, la matrice Apiq
contient une petite erreur. Cette erreur se propage et s’amplifie a chaque étape. Cette méthode
n’est précise que pour les premieres valeurs propres.

Peut-on appliquer la méthode de Hotelling lorsque A n’est pas
symétrique ?
Dans le cas symétrique, la matrice déflatée A; reste symétrique, donc elle est toujours diago-

nalisable. Dans le cas non symétrique, la symétrie est perdue. Cependant, si les valeurs propres
sont distinctes, la structure diagonalisable est conservée a chaque étape.

4[ Proposition 3.3 : }

Supposons que la matrice A possede n valeurs propres de module distincts non nuls :
Pl > el > -+ > [Aa] > 0.

Alors les matrices déflatées par la méthode de Hotelling A sont diagonalisables de valeurs
propres (0, Ag41,- -+, A\n) et dim(Ker(Ag)) = k.

Démonstration. Nous avons établi dans la Proposition (cas général de la déflation) que le
spectre de A7 est exactement :

Sp(Al) = {0, )\2, /\3, ey )\n}

Montrons que A; admet une base de vecteurs propres (c’est-a-dire qu’elle est diagonalisable) :
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1. Les valeurs propres non nulles : Les scalaires Ao, ..., A\, sont distincts deux a deux et
non nuls (par hypothése sur A). D’apres la théorie spectrale, & des valeurs propres distinctes
correspondent des vecteurs propres linéairement indépendants. Il existe donc une famille
libre de n — 1 vecteurs propres {wy, ..., w,} associés respectivement a Ao, ..., \p.

2. La valeur propre nulle : Nous savons que Ajv; = 0 . Comme 0 est une valeur propre
distincte de toutes les autres (A; # 0), le vecteur propre vy est linéairement indépendant

de la famille {wa, ..., wy,}.
Conclusion : La famille (vi,ws,...,w,) constitue une famille libre de n vecteurs dans
un espace de dimension n. C’est donc une base de vecteurs propres. La matrice A; est bien
diagonalisable. O

Justification pour les itérations suivantes : Ce raisonnement s’applique par récurrence.
A Détape k, la matrice A;, posséde le spectre {0,...,0, \k+1, ..., An}. Les valeurs propres non
nulles restant distinctes, elles fournissent n — k vecteurs propres indépendants. La déflation
étant construite pour annuler la contribution des directions précédentes, on peut montrer que la
dimension du noyau (l’espace propre associé¢ a 0) augmente exactement de 1 a chaque étape. La
somme des dimensions des sous-espaces propres reste égale a n, garantissant la diagonalisabilité
nécessaire a la convergence de la méthode de la puissance pour 1’étape suivante.

3.5 Pour aller plus loin : L’algorithme QR

Pour calculer simultanément toutes les valeurs propres de maniere stable, on utilise ’algo-
rithme QR (aussi appelé méthode de Francis). Avant de décrire Ialgorithme, définissons 1'outil
central : la décomposition QR.

3.5.1 La décomposition QR

4[ Théoréme 3.4 : ]

Soit A € M,,(R) une matrice inversible. Il existe un unique couple de matrices (Q, R) tel
que :
A=QR
avec :
— (@ une matrice orthogonale (QTQ =1,);

— R une matrice triangulaire supérieure a coefficients diagonaux strictement positifs.

Démonstration. L’existence découle directement de I'orthogonalisation de Gram-Schmidt appli-
quée aux colonnes de A.

Si on note ay,...,a, les colonnes de A, algorithme de Gram-Schmidt produit une base
orthonormée ¢, . . ., g, telle que pour tout k, Vect(ay,...,ar) = Vect(qi, ..., qx)-

On peut alors écrire chaque a; comme combinaison linéaire des ¢; (pour i < j) :

J
aj = Z Tijqi-
i=1

En écriture matricielle, cela donne exactement A = QR, ot R est triangulaire supérieure (r;; = 0
sii>j). O
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3.5.2 L’algorithme de Francis (QR)

—{ Définition 3.3 |

On génere une suite de matrices (Ag)ren définie par Ag = A et pour tout k£ > 0 :

A = QLR (1. Décomposition QR de Ag)
Ajy1 = RiQr (2. Recombinaison inversée)

4[ Proposition 3.4 : ]

Toutes les matrices Ay sont semblables & la matrice originale A. En particulier, elles ont

toutes les mémes valeurs propres.

Démonstration. D’apres I’étape de décomposition, on a Ay = QpRr. Comme Q) est orthogonale,
elle est inversible et Q,;l = Q;;F. On peut donc écrire :

Ry, = Qf Ay.
Injectons ceci dans 1’étape de recombinaison Ap,1 = RpQx :
A1 = (QF AR)Qr = Q1 " ArQy..

La matrice Ax41 est donc semblable & Aj. Par récurrence, Ay est semblable a Ag = A. O

3.5.3 Convergence

La clé de la preuve réside dans le fait que 'algorithme QR effectue implicitement une or-
thogonalisation de Gram-Schmidt sur les puissances de la matrice A. Définissons les matrices
cumulées :

Q,=QoQ1...Qr—1 et Ry=Rp1...RiRy.

4[ Lemme 3.2 : }
Pour tout £ > 1, on a les deux relations fondamentales :
1. Similitude : 4, = Q] AQ, .
2. QR des puissances : A¥ = Qkﬂk.

Démonstration. 1. Similitude : Par définition, Ay = Ri_1Qr_1. Or Ap_1 = Qp_1Rr_1, donc
Ryp_1 = Q{,lAk_l. En remplacant : Ay = Qg,lAk_le_l. Par récurrence immeédiate :

Ay =QF (QF 5.. . Ay...Qr_2)Qs_1 = Q;}FAQk'

2. Puissances : Montrons par récurrence que AF = Qkﬁk.
— Pourk=1:A'= Ay = QyRy = Qlﬁl. C’est vral.
— Supposons AF = Q, Ry, Alors :

Ak+1 =A- Ak _ Agkﬁk
D’apres la relation de similitude (point 1), on a A = QkAkQT, d’ou AQk = QkAk" Ainsi :
On utilise la définition de 'étape QR : Ax = QrRy.
AN = Q(QuRy) By = (QQn) (RiBy) = Qy, Byy-
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O

Ce lemme prouve que la matrice @, n’est rien d’autre que la matrice unitaire issue de la

décomposition QR de la puissance A

3.5.4 Convergence (Théoréme et Preuve détaillée)

4[ Théoréme 3.5 : - Convergence de ’algorithme QR ]

Soit A une matrice diagonalisable dont les valeurs propres satisfont :
|)\1| > |)\2| > 000 > |/\n| > 0.

Alors la suite (Aj) converge vers une matrice triangulaire supérieure dont la diagonale
contient les \;.

Démonstration. Définissons la matrice orthogonale cumulée @, = Q1Q2...Q et la matrice
triangulaire cumulée R, = RpRg—1 ... R;.
Montrons par récurrence que A¥ = Q, Ry
— Initialisation (k=1) : A= Q1R = @ R,. Cest la définition.

— Hérédité : Supposons AF1 = Q, | Ry_1. On sait que Ay = QZAAQIQA' De plus, par
définition de I’étape k, Ax_1 = QrRj. Donc :

QrRyr = QZ_lAQk_l — Qk—leRk - AQk—l'

Multiplions & droite par R;_; :
Q1 QrlpRy = A(Q,_ By 1)
En utilisant I'hypothese de récurrence (AF~! = Q, Ry_1) et les définitions cumulées :
Q Ry, = A(A*) = AF,

Conclusion : Qkﬂk est la décomposition QR unique (si on impose les coefficients diagonaux
de R positifs) de la matrice A*.

Etape 2 : Convergence des sous-espaces (Itération de sous-espaces)

Soit £ = vect(eq,...,e;) le sous-espace engendré par les j premiers vecteurs de la base
canonique. Soit V; = vect(uy, ..., u;) le sous-espace invariant dominant de dimension j (engendré
par les j premiers vecteurs propres).

L’égalité AF = Qkﬂk implique une relation cruciale sur les images des sous-espaces. Comme
Ry, est triangulaire supérieure, elle conserve les drapeaux (elle ne mélange les vecteurs e; .. .e;
qu’entre eux). Ainsi, 'espace engendré par les j premiéres colonnes de A¥ est identique & espace
engendré par les j premieres colonnes de Qk :

Im(Ak\gj) = vect(AFey, ..., AFe;) = Vect(qyc), . ,q§k)).

D’apres la théorie de la puissance itérée appliquée aux sous-espaces, comme |[A;| > [Aji1],
I’espace image Akc‘fj converge vers ’espace invariant dominant V; lorsque & — oo (sous réserve
que la projection de &; sur V; soit non singuliere, condition générique).

Nous avons donc établi que :

vect(qgk), e ,qj(-k)) koo, vect(ui, ..., u;).
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Etape 3 : Analyse des coefficients de A; La matrice & Pétape k est donnée par Ay, =
QZAQ’C Le coefficient (i, j) de Ay est le produit scalaire :

(A = (g, Ag).

Analysons le cas sous-diagonal, c’est-a-dire ¢ > j.

1. Le vecteur q(-k)

; appartient (a la limite) a I'espace V; = vect(uz, ..., u;).

2. L’espace V; est stable par A (car engendré par des vecteurs propres). Donc Ag
aussi, asymptotiquement, a V;.

](k) appartient

(k)

3. Par construction de la décomposition QR, le vecteur ¢

précédents qgk), e ,qz@l-

est orthogonal a tous les vecteurs

4. Puisque ¢ > j, I'espace V; est inclus (& la limite) dans I’espace Vect(qyc), e ql@ ).

*) devient orthogonal a I’espace contenant Aq(-k)

Conséquence : g; i

kILH;O(Ak)U =0 pour tout 7 > j.

Conclusion Puisque tous les termes sous-diagonaux tendent vers 0, la matrice Ay converge
vers une matrice triangulaire supérieure T'.

Comme Ay, est semblable & A (donc méme spectre) et que les valeurs propres d’une ma-
trice triangulaire sont ses coefficients diagonaux, les termes diagonaux (Ayg);; convergent vers
les valeurs propres \; (dans l'ordre décroissant des modules & cause de l'ordre imposé par la
convergence des sous-espaces &; vers V;). O

3.5.5 Accélération de l’algorithme : Formes de Hessenberg et Tridiagonales

Bien que l'algorithme QR soit ’outil de choix pour calculer simultanément toutes les valeurs
propres de maniere stable, le calcul de la décomposition QR d’une matrice dense Ay a chaque
itération coiite O(n3) opérations. Pour optimiser ce processus, on transforme préalablement la
matrice pour lui donner une structure comportant un maximum de zéros.

—[ Définition 3.4 }

Une matrice H € M,,(R) est dite sous forme de Hessenberg supérieure si tous ses coefficients
situés strictement sous la premiere sous-diagonale sont nuls :

Vi>j5+1, hi; = 0.

L’intérét majeur de cette forme réside dans sa conservation tout au long de l'algorithme de
Francis générant la suite Ay = RiQy.

Proposition 3.5 : }

Si la matrice Ag est inversible et sous forme de Hessenberg supérieure, alors Api; est
également.

Démonstration. Par définition de I’étape de décomposition, nous avons Ay = Q. Ry. Puisque Ay
est inversible, la matrice triangulaire supérieure Ry I’est aussi.

Posons U = R,;l. Cette matrice est également triangulaire supérieure. (En effet, la j-éme
colonne de U est solution du systéme Rypx = e; ; par résolution par remontée sur une matrice
triangulaire supérieure, les composantes x; sont nécessairement nulles pour tout i > j).

33



1. Structure de ()i : On écrit Q) = Alezl = AiU. Le coefficient générique (7, ) de Qx
est donné par le produit matriciel :

n

(Qr)ij = > (A)ipUp;.
p=1
Supposons que i > j 4+ 1 (position sous la premiere sous-diagonale).
— Comme U est triangulaire supérieure, Up; # 0 = p < j.
— La somme se restreint donc aux indices p € [1, j].
— Or, pour tout p< j,onap<i—1(car j <i—1). Donci>p+ 1.
— Comme Ay, est de Hessenberg supérieure, (Ay);, = 0 pour tout ¢ > p + 1.

Tous les termes de la somme sont nuls. Donc (Qf)i; = 0 pour ¢ > j+ 1. Qj, est bien une matrice
de Hessenberg supérieure.

2. Structure de Ay, : L’étape de recombinaison s’écrit Ax41 = RiQy. Le coefficient (i, 7)
est :

Ak-l—l Z Rk ip Qk
p=1

Supposons encore i > j + 1.
— Comme Ry, est triangulaire supérieure, (Ry)yp #0 = p > i.
— La somme se restreint donc aux indices p € [i, n].
— Or, pour tout p >4, onap>j+1 (cari > j+1).
— Comme @y, vient d’étre montrée Hessenberg, (Qx)p; = 0 pour tout p > j + 1.

La somme est nulle. (Aj41)sj = 0 pour ¢ > j+1. Ainsi, Ay conserve bien la forme de Hessenberg
supérieure. 0

Conséquences algorithmiques :

o Gain de complexité (Cas général) : Grice a la structure de Hessenberg, la décompo-
sition QR peut étre réalisée avec des rotations de Givens (voir exercice). Le colit d’une
itération chute de O(n3) & O(n?) opérations.

o Matrice Tridiagonale (Cas symétrique) : Si la matrice initiale A est symétrique,
toutes les matrices A le restent, puisqu’elles sont de la forme QfAka. Or, une matrice
qui est a la fois symétrique et de Hessenberg supérieure est nécessairement tridiagonale
(seules la diagonale principale et ses deux diagonales adjacentes sont non nulles). Dans ce
cas optimal, le cofit de 'itération QR s’effondre pour atteindre seulement O(n) opérations.
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