Correction du TD/TP N°2 - Exercice 1
Interpolation de Lagrange

Exercice 1 : Interpolation de Lagrange

Soit n = 2. On considére la subdivision réguliére de [Zyin, Tmaz| définie par les points x; =
Tymin + 17mer—Emin pour ¢ € {0, 1,2}.

1. Calcul des polynomes de Lagrange et d’interpolation

Pour n = 2, nous avons 3 points d’interpolation (zg,x1,z2). Les polynémes de Lagrange
(L;)o<i<2 sont donnés par la formule générale :
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Nous devons distinguer deux cas selon I'intervalle de définition des fonctions.

Cas A : Pour f; sur l’intervalle [0, 2]
Ici Zin = 0 et Zypar = 2. Le pas est h = % = 1. Les points d’interpolation sont :
x[):O, :C1:1, 332:2

Calcul des polynémes de base L; :

— Pour:=0":
x—1)(x— v — 3z
— Pouri=1:
L)< E=0E=2) _zl@=2) o,
(1—0)(1-2) -1
— Pouri=2: . _(x_o)(w_l)_x(:r—l)_l 1
2(.’13)—(2_0)(2_1)_ 2 _513(:6— )

Calcul du polynoéme d’interpolation P, pour fij(z) =2 —1: On calcule les ordonnées
yi = fi(w) :

—y=f(0)=2"-1=

= h()=2 1=

— 2= fi(2) =2



Le polynoéme d’interpolation est donné par P;(z) = Z?:o yiLi(z) :
Pl(l‘) =0- Lg(l‘) +1- Ll(l') +3- LQ(SL’)

=—z(x—2)+ §a:(x -1)

2
3 3
:—x2+2w+§x2—§x
1 2+1
=2+ -z
2 2

Cas B : Pour f; et f3 sur I'intervalle [—1, 1]

1-(=1)
2

Ici pin = —1 et Tpar = 1. Le pas est h = = 1. Les points d’interpolation sont :
rzo=-1, 21=0, x0=1

Calcul des polyndémes de base L; (base canonique sur [—1,1]) :

— Pour:=0: ( 0)( 0 ( N1
x—0)(z— x(x —
L = — — — _ 1
@) = o) Ccio ) r@=1)
— Pouri=1:
—(—1 —1 1 —1
Ly @ CDE=) @D
(0—(=1))(0 -1
o @ (“))e=0) _@+Da_1
Tz —(— T — z+ 1)z
Lo(x) = - - - 1
2(%) = T )=o) 2 vt
Calcul du polynéme d’interpolation P, pour fy(z) = |z| : On calcule les ordonnées
yi = fa(@i) :
—y=|-1=1
—y1=1[0[=0
—yp=1]=1
1 1
= §$(:c —-1)+ 51‘(33 +1)
1
= 5( >z +a2*+a)
= 1’2
Calcul du polynéme d’interpolation P; pour f3(z): La fonction est définie par f3(z) = —1

sizx<0Oet+1siz>0.
— yo = f3(—1)=—1
— 1= f3(0)=1
—yp=fi(1)=1



P3(x) = —1-Lo(z) +1- Li(x) + 1+ La(x)

= —lx(:c ~D+ (11— + 1Jc(x +1)

2 2
1 1 1 1
:—§x2+§x+1—x2+§x2+§x
1 1 1 1
= (= —14+ )22+ (= + )z +1
( 5 +2)x +(2+2):1:—|—
=2’ +z+1
2. Erreur d’interpolation
Théoréme de l’erreur d’interpolation : Soit f une fonction définie sur [a,b]. Si f €

C"1([a,b]) (c’est-a-dire si f est n + 1 fois continiment dérivable), alors pour tout = € [a,b],
il existe & € [min(z;), maz(x;)] tel que :

Fr) T

(x — xy)
i=0

Majoration de I’erreur : Sil'on note M;11 = sup;g(q) | £ D (#)], on a la majoration sui-

vante :
n

H(:L‘ — ;)

1=0

Mn+1

|f(z) — Pu(x)| < m

Application aux fonctions de 1’exercice (avec n =2, donc n+1=3) :
1. Pour fi(z) = 2° — 1 sur [0,2] : La fonction 2 + 2% = ¢*"2 est de classe C®. Le
théoréme s’applique. Les dérivées successives sont fl(k) (z) = (In2)*2%. La dérivée troisiéme
est fl(g) (r) = (In2)32%. Cette fonction étant croissante sur [0,
enzr=2:

2], le maximum est atteint

Mz = (In2)32% = 4(In 2)3

D’ou la majoration :

veeal, |n) - A < 02

z(z —1)(z — 2)|

2. Pour fy(x) = |z| sur [—1,1] : La fonction valeur absolue est continue, mais n’est pas
dérivable en 0. Elle n’appartient pas a C', et a fortiori pas a C3. Le théoréme ne
s’applique pas directement car la condition de régularité n’est pas satisfaite. On ne
peut pas majorer 'erreur en utilisant la dérivée troisiéme.

3. Pour f3(x) sur [—1, 1] : Cette fonction présente une discontinuité en z = 0 (saut de -1 &
1). Elle n’est méme pas continue (C°). Le théoréme ne s’applique pas. L’approximation
polynomiale sera d’ailleurs trés mauvaise prés de la discontinuité (phénomeéne de Gibbs
si n augmente).



